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第 6 章  无穷级数 

第 6 - 1 讲  常数项级数的敛散性 

INTRO  无穷级数的基本知识 

※ 无穷级数的定义 

本章的研究对象，是无穷多个数的和 

定义 数列 { }na 的所有项之和“ na a a   1 2  ”称为无穷级数，记为 n
n

a





1
 

※ 无穷级数的收敛与发散 

有的级数会越加越大，直冲无穷，但有的级数加着加着就越发趋近于一个定值 

定义 若当n 时，数列 { }na 的前n 项和 nS 收敛（极限存在），则称无穷级数 n
n

a





1
收敛，且 

limn nn
n

a S






1

 

         否则，称无穷级数 n
n

a





1
发散 

显然，级数收敛的前提是数列本身得收敛，并且要收敛至 0 

定理 若无穷级数 n
n

a





1
收敛，则 lim nn

a


 0，反之不一定成立 

· 无穷级数判断收敛以及求和的最原始的方式，就是求前 n 项和然后求极限，但大家都学过高考数学，

知道算前 n 项和有多吓人，因此我们需要别的方式来判断以及求和 

定理 若无穷级数 n
n

a





1
， n

n

b





1
收敛，则 ,k k 1 2 ， ( )n n

n

k a k b




 1 2
1

收敛，且 

( )n n n n
n n n

k a k b k a k b
  

  

    1 2 1 2
1 1 1

 

         也就是收敛级数的线性组合依然收敛 

         注：收敛和发散级数的组合一定发散，发散和发散级数的组合可能收敛也可能发散 

一  基本级数 

※ 等比级数（几何级数） 

,

,

| |

| |

n

n

a
q

qaq

q





   


0

1
1

1发散
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※ p 级数 

                            
,
,p

n

p

n p





  


0

11
1

收敛

发散
 

※ 广义 p 级数 

2

11
1ln p

n

p

n n p





  


收敛

发散

,
( ) ,

 

※ 交错 p 级数 

,
( )

,
1

1

111
0 1

n
p

n

p

n p






    


绝对收敛

条件收敛
 

二  正项级数敛散性的判别 

※ 比较判别法 

定理 对正项级数 n
n

a





1
， n

n

b





1
，若存在N ，当n N ，有 n na b ，则 

         ① n
n

b





1
收敛   n

n

a





1
收敛     ② n

n

a





1
发散   n

n

b





1
发散 

  该方法适用于判别大小随奇偶有浮动的级数，以及通项为积分形式的级数 

 

判别
( )n

n
n





  
1

3 2 1
2

的敛散性 

 

由于 ( ) ( )n n

n n n

    
 

3 2 1 3 2 1 5
2 2 2

，而
n

n






1

5
2

收敛，因此原级数收敛 

 
※ 极限判别法 

定理 对正项级数 n
n

a





1
， n

n

b





1
，若 lim n

n
n

a
l

b
 ，则 

         ① 若 l 0 时，级数 n
n

a





1
、 n

n

b





1
具有相同的敛散性 

② 若 l 0， n
n

b





1
收敛   n

n

a





1
收敛 

         ③ 若 l n
n

a





1
发散   n

n

b





1
发散 

例 1 

解 
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     实际使用极限判别法时，我们更习惯寻找当n 时 na 的等价无穷小 nb （通常是基本级数），通

过判断 n
n

b





1
的敛散性来判断 n

n

a





1
的敛散性 

 

判别 ln
n

n

n n





      
1

1 1
的敛散性 

 

由于 0x  时 

( )ln ~x x x  211
2

 

因此当n 时 

( )ln ln ~n

n n n n n


    2

1 1 1 1 11
2

 

因此原级数的敛散性与
n n




 2

1

1
相同，由于

n n




 2

1

1
收敛，因此原级数收敛 

 
※ 比值判别法 / 根值判别法 

定理 对正项级数 n
n

a





1
， lim n

n
n

a
l

a



1 ：       对正项级数 n

n

a





1
， lim n

nn
a l


 ： 

         ① 若 l 0 1，级数收敛               ① 若 l 0 1，级数收敛 

② 若 l1，级数发散                  ② 若 l1，级数发散 

         ③ 若 l1，判别法失效                ③ 若 l1，判别法失效 

该方法适合判断含阶乘的无穷级数          该方法适合判断含复杂指数的无穷级数 

 

判别
!n

n
n

n

n






1

3
的敛散性 

 

由于 

例 2 

解 

 

例 3 

解 
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( )
( )

e( ) ( )

!

lim lim lim lim
!

n

nn
n

n nn n n n nn
n

n
a nn
a n n

nn






   

 
    
  

1

1
1

3 1
3 3 31 113 1 1

 

因此原级数发散 

 

判别
( )

ln

ln

n

n
n

n

n






1
的敛散性 

 

由于 e

ln
ln

lim lim lim
ln

n
nn

nn
nn n n

n
a

n n  
   

2

1 0 1，因此原级数收敛 

 
※ 积分判别法 

定理 设函数 ( )f x 在 [1,+ ) 上恒正且单调递减，则级数 ( )
n

f n





1
与积分 ( )df x x



1
有相同的敛散性 

 

判别
( )ln ln lnn n n n






3

1
的敛散性 

 

由于 ( )
( )ln ln ln

f x
x x x


1 在 [3,+ ) 上非负且单调递减，且 

33

1 ln ln ln
ln ln ln

x x
x x x

 
  d [ ( )]

( )
 

因此原级数发散 

 

三  一般级数敛散性的判别 

※ 交错级数敛散性判别 

定义 若 Nn   ， na 0，则称 ( )n
n

n

a






 1

1
1 为交错级数 

定理 设有交错级数 ( )n
n

n

a






 1

1
1 ，若 

例 4 

解 

 

例 5 

解 
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① 数列 { }na 单调递减 

② lim nn
a


 0  

        则交错级数 ( )n
n

n

a






 1

1
1 收敛，但收敛的交错级数不一定具有上面的特性 

 

判别
( )

( )

n

n
n n







 


2

1
1

的敛散性 

 

由于 

( ) ( ) [ ( ) ] ( )
( )

n n n
n

n

n n

n n nn

   
   

   

1 1 1 11
1 1 11

 

记函数 ( ) x
f x

x


1
，则 

( )
( )( )

( ) ( )

x x
xxf x

x x x

 
   

 2 2

1 1
12 0

1 2 1
 

因此可得 n

n1
单调递减，且 lim

n

n

n



0

1
，因此 ( )n

n

n

n








2
1

1
收敛 

由于 ( )n

n

n

n








2
1

1
收敛，

n n



 
1

1
1
发散，因此

( )
( )

n

n
n n







 


2

1
1

发散 

 
这个例子告诉我们，将级数拆成收敛级数与发散级数之和是证明其发散的一种有力手段 

※ 绝对收敛与条件收敛 

定义 若级数 | |n
n

a





1
收敛，则称级数 n

n

a





1
绝对收敛； 

若级数 n
n

a





1
收敛，而 | |n

n

a





1
发散，则称级数 n

n

a





1
条件收敛 

   

定理 若级数 | |n
n

a





1
绝对收敛，则级数 n

n

a





1
必收敛 

这告诉我们，若要证明一个一般项级数收敛，可以将其作绝对值化为正项级数，证明该级数绝对收敛 

但如果正项级数是发散的，也不排除原级数条件收敛的可能 

例 6 

解 
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第 6 - 2 讲  幂级数 

一  幂级数的收敛半径 

※ 幂级数的概念 

定义 称级数 ( )n
n

n

a x x




 0
0

为关于x x 0 的幂级数，特别地， n
n

n

a x





0
为关于x 的幂级数 

※ 收敛点与发散点 

定义 使幂级数收敛的 x 称为收敛点，使幂级数发散的 x 称为发散点 

        所有收敛点组成的集合称为收敛域，排除两端点的开区间称为收敛区间 

※ 收敛半径 

定义 称下式为幂级数 n
n

n

a x





0
的收敛半径R ： 

| |lim
| |

n

n
n

a
R

a



1

 或 lim
| |n n

n

R
a


1  

 

定理 若 R 0 ，则幂级数 n
n

n

a x





0
在 ( , )R R 内绝对收敛，| |x R 时发散 

        当R 0时，幂级数 n
n

n

a x





0
仅在x  0处收敛， x  0时发散 

        若R，则幂级数 n
n

n

a x





0
在 ( , )  内绝对收敛 

 

 

求幂级数 ( )
( )

1 2 1

1

1
2 1

n n

n

x

n n

 




 的收敛域 

 

注意到幂级数为 2 1nx  ，因此采用正项级数的比值判别法： 

求具体幂级数的收敛域 

· 求收敛区间 → 确定收敛区间两端点的敛散性 → 整合得到收敛域 

若幂级数的形式是 nx ，直接用公式求收敛半径R ，收敛区间为 ( , )R R  

否则，用正项级数的比值或根值判别法，根据收敛条件列出不等式，求出 x 的范围 

例 1 

解 
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( )( ) ( )

2 3 2 1
1 2lim /

1 2 1 2 1

n n
n

n
n

u x x
x

u n n n n

 



 

  
 

2 1x  时，幂级数绝对收敛； 2 1x  时，幂级数发散 

2 1x  时，有 

( )
( ) ( )

1 2 1

2

1 1 1~
2 1 2 1 2

n nx

n n n n n

 


 
（ n ） 

由于 2
1

1
n n




 收敛，因此 ( )

( )

1 2 1

1

1
2 1

n n

n

x

n n

 




 绝对收敛，从而 1x  都收敛 

所以收敛域为 [-1,1]  

 

※ 收敛相关定理 

定理 若幂级数 n
n

n

a x





0
在x x 0 0时收敛，则对任意| | | |x x 0 ， n

n
n

a x





0
收敛 

         若幂级数 n
n

n

a x





0
在x x 0 0时发散，则对任意| | | |x x 0 ， n

n
n

a x





0
发散 

 

二  幂级数的和函数 

※ 和函数的定义 

定义 设幂级数 n
n

n

a x





0
的收敛区间为 I ，定义如下函数为幂级数 n

n
n

a x





0
的和函数 ( )S x   

( )
0

n
n

n

S x a x




  

※ 常用幂级数求和：麦克劳林级数 

 
0

1
1

n

n

x
x






  ( )1 1x     

 ( 1)
0

1
1

n n

n

x
x





 
  ( )1 1x     

 ( )
0

ln 1
n

n

x
x

n





   ( )1 1x     

 ( ) ( )1

0

1 ln 1
n

n

n

x
x

n






     

 e
0 !

n
x

n

x

n





   
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  ( ) ( ) ( )
0

1 1 ln 1
!

n
α

n

α α α n x
x

n





  
     

 ( )
( )

2 1

0

1 sin
2 1 !

n n

n

x
x

n








   

 ( )
( )

2

0

1 cos
2 !

n n

n

x
x

n






   

 

※ 幂级数的分析性质 

定理 设幂级数 n
n

n

a x





0
的收敛区间为 I ，其和函数 ( )S x 在 I 上连续，且满足下列性质： 

         ① 和函数求导等价于幂级数逐项求导 

( ) ( )
0 0

n n
n n

n n

S x a x a x
 

 

          

         ② 和函数积分等价于幂级数逐项积分 

( )d d d
0 0

n n
n n

n n

S x x a x x a x x
 

 

           

 

 

求幂级数 ( )
( )

1 2 1

1

1
2 1

n n

n

x

n n

 




 的和函数 ( )S x  

注意   以上展开式中的 x 可以用 ( )g x 替代 

求和思路 

利用幂级数的分析性质将原幂级数逐层变形成可以求和的形式，求和后，对和函数进行反向操作 

可以采用的操作有： 

· 先导后积  对幂级数逐项求导，适用于系数以分母形式出现的幂级数 

· 先积后导  对幂级数逐项积分，该方法适用于系数以分子形式出现的幂级数 

· 拆分   将系数拆分成简单系数之和，分别求和函数，适用于系数以复杂分式形式出现的幂级数 

· 整体   系数中的指数项可以并入 x ，组成整体 ( )g x  

· 提取x    如果由于系数和 x 指数不匹配导致无法求导积分消去系数，可以提出有限个 x 和常数 

注：① 需要注意原级数的前几项能否有 x 提出（必要时要将前几项单独处理） 

② 提出来的 x 不需要参与求导或积分，处理后面的幂级数即可，但要记得最后并入结果中 

③ 如果是要填入 x ，即提出 px ，需要单独考虑 0x  的情况 

  注意：先求收敛域！最后写和函数也要标明收敛域！ 

例 2 



微积分Ⅱ Savia 第 9 页 第 6 讲 无穷级数 

 
求和函数应先求收敛域，根据例 1，收敛域为 [-1,1]  

注意到系数以分母项的形式存在，应当通过求导消除，但 x 的指数不匹配，需要提取出一个 x ： 

( )( ) ( )
( )

1 2

1

12
2 2 1

n n

n

x
S x x xT x

n n






 

  

则 ( )T x 可逐项求导消除系数，两次求导后化为核心公式形式，可求和： 

( )( )
1 2 1

1

1
2 1

n n

n

x
T x

n

 



 
 ， ( ) ( ) ( )

( )
1 2 2 2

2 2
1 0

1 11
1 1

n n n

n n

T x x x
x x

 
 

 

      
     

在求导时注意到 (0) (0) 0T T  ，因此对 ( )T x 积分两次： 

( ) (0) d20

1 arctan
1

x

T x T t x
t

   
  

( ) (0) d ( )2

0

1arctan arctan ln 1
2

x

T x T t t x x x      

最终得到 

( ) ( ) ( )2 22 2 arctan ln 1S x xT x x x x x    ， [-1,1]x   

 

求幂级数 ( )2

0

1
!

n

n

n
x

n





 收敛域及和函数 ( )S x  

 

由于 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 3

2
1

1 2 1lim lim / lim
! 1 ! 2

n

n n n
n

u n n n
R

u n n n  


  
   

 
，因此收敛域为 ( , )   

设 ( )( )
2

0

1
!

n

n

n
S x x

n






 ，则 

( ) ( )( )d d d ( )
2

1

0 0

1 1
! !

n n

n n

n n
S x x x x x x xT x

n n

 


 

 
      

( )( )d d d d e
1

0 0 0

1
! ! !

n n
n x

n n n

n x x
T x x x x x x x x

n n n

  

  


        

也就是积分并提出 x 两次后代入 ex 的公式求和，因此 

( ) ( e ) ( )e1x xT x x x    

( ) [ ( )] [( )e ] ( )e2 2 3 1x xS x xT x x x x x       ， x   

 

求幂级数
2

2

0

4 4 3
2 1

n

n

n n
x

n





 
 的收敛域及和函数 ( )S x  

 

解 

例 3 

解 

例 4 

解 
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由比值判别法 
2 2

2 2 2 24 12 11 4 4 3lim /
2 3 2 1

n n

n

n n n n
x x x

n n




   


 
 

因此 1x  时幂级数收敛，| | 1x  时则发散 

1x  时，级数为
2

0 0

4 4 3 ~ 2
2 1n n

n n
n

n

 

 

 
  ，因此发散，综上所述级数收敛域为 (-1,1)  

设 ( )
2

2

0

4 4 3
2 1

n

n

n n
S x x

n





 


 ，则 

( )( ) ( )
2

2 2 2

0 0 0

2 1 2 22 1
2 1 2 1

n n n

n n n

n
S x x n x x

n n

  

  

 
   

     

由于 

( )
( )

d ( )

2
2 2 1

2 2 2
0 0

2 1
2

2
0 0

12 1
1 1

2 2 2 1 1 1ln 0
2 1 2 1 11

n n

n n

n
n

n n

x x
n x x

x x

x x
x x x

n x n x x xx

 


 

 

 

                 

                  

 

  
 

当 0x  时，只有 0n  项不为 0： 

( )( )
22 0 1 20 3

2 0 1
S

  
 

 
 

因此 

( ) ( )
,

2

2 2

1 1 1ln 0 | | 1
11

3 0

x x
x

S x x xx

x

       

，
 

（ 0x  也可以由和函数的连续性求极限得到，但显然没有直接代入原式快） 

 

※ 函数展开为幂级数 

 

 

 

展开思路 

函数展开的策略与求和大致相同，先通过求导、积分、拆项等运算将函数化为可以展开的类型 

再对得到的幂级数逐项积分或求导，常见策略： 

· 见到分式 → 拆分成 1
1

和 1
1

之和 

· 见到三角函数的次方 → 用倍角公式化为一次三角函数 

· 见到 arctan x  → 求导 

· 见到对数 ( )ln   → 化为 ( )ln 1  

展开时要注意 x 的取值范围，如果不同的展开式有不同的取值范围，则最终应取交集 

例 5 
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将函数 ( ) 2

1
4 5

f x
x x


 

展开成关于 ( )1x 的幂级数 

 
这是一个分式，因此考虑拆分： 

( )
( )( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1
5 1 6 5 1 6 1 4 1 2

f x
x x x x x x

                      
 

( ) ( )
( )( ) 1

0 0

1 1 1 1 1 1
11 4 4 4 4 41

4

n n

n n
n n

x x
xx

 


 

 
  

  
   （ 11 1 3 5

4
x

x


      ） 

            ( ) ( )
( )( ) 1

0

1 1 1 1 1
11 2 2 21

2

n n

n
n

x
xx






 
 

  
   （ 11 1 1 3

2
x

x


      ） 

( ) ( ) ( ) [( ) ]( )( )
1 1

1 1 2 3
0 0 0

1 1 1 1 1 2 1 1
6 4 2 3 2

n n n n n n

n n n
n n n

x x x
f x

   

  
  

              
    

 

  

解 
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第 6 - 3 讲  傅里叶级数 

一  傅里叶级数 

※ 傅里叶级数的基本概念 

周期为2l 的周期函数 ( )f x 可以展开为傅里叶级数，其基本形式为 

 0

12
~ cos sinn n

n

a nπx nπx
f x a b

l l





 ( ) ( )   

其中 

 ( ) d1 cos
l

n
l

nπx
a f x x

l l
      ( ) d1 sin

l

n
l

nπx
b f x x

l l
    

※ 傅里叶级数的系数 

对于定义在 [ , ]l l 上的非周期函数，可按上式展开为傅里叶级数并求取系数 

对于定义在 [0, ]l 上的非周期函数，则要先进行延拓，也就是补全函数在区间 [ ,0)l 上的定义 

为了方便，通常选择以下两种方式： 

· 偶延拓，使得 ( )f x 成为偶函数，此时傅里叶级数只留下余弦项，称为余弦级数 

   0

12
~ cosn

n

a nπx
f x a

l





( )    ( ) d
0

2 cos
l

n

nπx
a f x x

l l
    

· 奇延拓，使得 ( )f x 成为奇函数，此时傅里叶级数只留下正弦项，称为正弦级数 

 
1

~ sinn
n

nπx
f x b

l




( )    ( ) d

0

2 sin
l

n

nπx
b f x x

l l
    

 

将函数 ( ) (0 )21f x x x π    展开为余弦级数，则系数中的 0a             ， na            . 

 

直接代入余弦级数的公式即可 

(1 )d ( )2 3 2
0 0

2 2 1 22
3 3

π

a x x π π π
π π

       

(1 ) d2

0

2 cos
π

na x nx x
π

  (1 )d ( )2 1
20

2 1 4sin 1
π

nx nx
π n n

     

 
 

例 1                                                                         24-25 期末 

解 

注意  求傅里叶级数系数时，往往要求含幂函数和三角函数的组合积分，建议记相关的常见结论，

节约计算时间 
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二  狄利克雷收敛 

※ 狄利克雷收敛定理 

注意到我们使用的符号是“~”而不是“”，因为还需要回答傅里叶级数是否收敛的问题： 

定理 设 ( )f x 是以 2l 为周期的可积函数，如果在 [ , ]l l 上 ( )f x 满足： 

         ① 在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点； 

         ② 在一个周期内至多只有有限个极值点 

         则 ( )f x 的傅里叶级数收敛，且收敛于左右极限的平均值，即 

( ) [ ( ) ( )]1
2

S x f x f x    

 

 

 

已知 ( )f x 是以 2π 为周期的函数，且
,

( )
,
2 0

3 0
π x

f x
x π

     
，则和函数在 2x π 处的值

(2 )S π                . 

 

由于 ( )f x 周期为 2π，因此 

( ) (0)2S π S  

0 是 ( )f x 的间断点，因此 ( ) [ ( ) ( )] ( )1 1 10 0 0 2 3
2 2 2

S f f       ，本空填 1
2
 

 
 

题型：求傅里叶级数的和函数某点的值 
此类题型中，通常是已知在某区间上定义的 ( )f x 的傅里叶级数，求级数的和函数 ( )S x 在某点的值 

① 若某点不在 ( )f x 定义的区间上，就利用周期性和对称性，转换为定义区间上某点的值 

② 根据狄利克雷定理，若 ( )f x 在 0x 连续，则 ( ) ( )0 0S x f x ，否则就求该点的左右极限并取平均 

例 1  （23-24 期末） 

解 
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第 7 章  向量代数与空间解析几何 

第 7 - 1 讲  向量代数 

一  向量代数 

※ 向量的坐标表示 

在解析几何中，向量一般表示为 

( , , )1 2 3a a aa   或  1 2 3a a a  a i j k  

i j k可以视为三个方向上的单位向量 

※ 向量积 

定义 向量 a 和 b 按以下方式确定的向量 c 称为 a 和 b 的向量积，又称外积、叉积或叉乘 

      ① | | | || |sin θc a b ， θ为 a 和 b 的夹角 

      ② c a ， c b且三者符合右手法则 

向量积的引入使得求空间平面的法向量也不再需要像高中那样麻烦，直接叉乘即可 

① 向量积的性质 

定理 向量积满足如下性质 

      ① 反交换律   ( )  a b b a  

      ② 结合律     ( )k k k    a b a b a b   

      ③ 分配律     ( )     a b c a b a c   ( )     a b c a c b c  

      ④  a b 0    a 与 b 共线 

② 向量积的坐标运算 

   若 ( , , )1 2 3a a aa ， ( , , )1 2 3b b bb ，则 

  1 2 3

1 2 3

a a a

b b b

 
i j k

a b   （行列式按第一行展开即可）  

③ 面积计算 

   若 ( , , )1 2 3a a aa ， ( , , )1 2 3b b bb ，则两个向量围成的平行四边形面积为 | |S  a b  

※ 混合积 

混合积为 ( ) a b c ，几何意义是三个向量组成的平行六面体的体积，直接联想到线性代数： 

( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a

b b b

c c c

  a b c  



微积分Ⅱ Savia 第 15 页 第 7 讲 向量代数与空间解析几何 

第 7 - 2 讲  空间平面与直线 

一  平面方程 ★ 

平面的两大要素：垂直于该平面的法向量 ( , , )A B Cn ，以及某个平面上的点 ( , , )0 0 0x y z  

※ 点法式 

 ( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z        

※ 一般式 

 0Ax By Cz D      

※ 截距式 

该形式要求平面不平行于任意一个坐标面， , ,a b c 分别为平面与各坐标轴的截距 

 1x y z

a b c
     

二  直线方程 ★ 

直线的两大要素：方向向量 ( , , )A B Cv 以及过点 ( , , )0 0 0x y z  

※ 点向式 

 0 0 0x x y y z z

A B C

  
    

※ 一般式 

看作两个平面的交线 

 1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D

A x B y C z D

        
  

其方向向量可通过两条方程的系数求出 

 ( , , ) ( , , )1 1 1 2 2 2A B C A B C v   

※ 参数式 

 ， ,0 0 0x x At y y Bt z z Ct        

※ 两点式 
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若已知直线过两个点 0 0 0( , , )x y z 和 1 1 1( , , )x y z ，则直线方程表示为 

 0 0 0

1 0 1 0 1 0

x x y y z z

x x y y z z

  
 

  
  

此时，方向向量为分母组成的序列 

 1 0 1 0 1 0( , , )x x y y z z   v  

三  直线与平面位置关系的向量表示与平面束方程 ★★★ 

※ 位置关系的向量表示（高中都学过） 

① 直线与直线                 ② 直线与平面             ③ 平面与平面 

   1 2L L    1 2 0 v v            L π    //τ n              1 2π π   1 2 0 n n  

   //1 2L L     1 2kv v             / /L π    τ n             //1 2π π    1 2kn n  

   线线角  1 2

1 2

| |
arccos

| || |
θ




v v

v v
     线面角  | |arcsin

| || |
θ




τ n

τ n
    面面角  1 2

1 2

| |
arccos

| || |
θ




n n

n n
 

 

 

求通过直线L :
1 0

2 2 0
x y z

x y z

        
的两个互相垂直的平面，其中一个平面与直线

1 1 1
2 1 1

x y z  
 


平行. 

 

设两个平面为 1π ， 2π ，法向量分别为 1n 和 2n ，另一直线 0L 的方向向量 (2,-1,1)0 v   

直线L 的方向向量 

(1, 1,1) (2,1,1) (-2,1,3)1 1 1
2 1 1

     
i j k

v  

平面 1π 过L 且平行于直线 2L ，因此 1 0n v 且 1 n v ，不妨取 

(4,8,0)1 0 2 1 3
2 1 1

    


i j k

n v v  → (1,2,0)1 n  

常考：求满足条件的平面方程或直线方程 

· 求方程的核心就是：平面/直线经过哪个点，方向向量/法向量是哪个 

· 将题干给的条件转化为向量间的关系，求出关键向量，即可成功解题 

· 注意：法向量和方向向量可以任意缩放，最好缩到最简整数比，简化后续运算 

例 1  （23-24 期中） 

解 
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平面 2π 过L 且与 1π 垂直，因此有 2 1n v  2 1n n ，不妨取 

(6,-3,5)2 1 1 2 0
2 1 3

   


i j k

n n v  

代入 0z  至直线L ，解得 1x  ， 0y  ，因此两个平面均过点 (1,0,0)，因此平面方程 

1π ： ( )1 2 0x y    

2π ： ( )6 1 3 5 0x y z     

 
※ 平面束方程 

过一条定直线的所有平面组成的集合称为平面束 

设直线方程为 1 1 1 1

2 2 2 2

0
0

A x B y C z D

A x B y C z D

        
，则过该直线的平面束可表示为 

 ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2 0A x B y C z D λ A x B y C z D          

 

四  距离公式 ★★★★★ 

※ 点到直线的距离 

若直线L 过点 0P ，方向向量为 v ，则直线外一点P到直线L 的距离为 

 0 1| |
| |

P P
d




v

v



   

 

点 (-1,1,4)到直线 x y z  
 


1 2 5

2 1 1
的距离为             . 

 

取由直线方程可知直线上一点 (1,2,5)，直线方向向量 (2,1,-1)v ，则 

2 1 1
2 1 1 (2,-4,0)(2,1,-1) (2,1,1)| 20 30

|(2,1,-1)| 36 6 6
|

d




    

i j h

 

 
※ 点到平面的距离 

平面外一点 0 0 0( , , )P x y z 到平面 : 0π Ax By Cz D    的距离为 

 

这意味着，如果平面过已知直线，就可以用该方法表示待求平面 

例 1  （23-24 期末） 

解 
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 0 0 0

2 2 2

| |Ax By Cz D
d

A B C

  


 
  

 

点 (1,-2,3)到平面 x y z   2 2 2 0的距离为             . 

 

将点代入公式即可 

2 2 2

2 1 1 (-2) 2 3 2 4
2 ( 1) 2

| |
d

     
 

  
 

 

求过直线 :
x y z

L
x y z

      

7 2 8
9 8 20

且与球面 ( ) ( )x y z    2 2 2 11 1
2
相切的平面方程. 

 

用平面束方程代表过该直线的平面方程 

( )λ x y z x y z       7 2 8 9 8 20 0  

即 

(7 ) ( ) ( )λ x λ y λ z λ       1 9 2 8 8 20 0  

可能有同学看到相切就开始求偏导了，但这个是球面，算起来不方便，而且关于球面相切，有更

好的办法 

根据球面方程，球心为 (1,-1,0)，半径为 2
2

，因此球心到平面的距离 

(7 ) ( )
(7 ) ( ) ( )

λ λ λ

λ λ λ

    


    2 2 2

1 9 8 20 2
21 9 2 8

 

化简并解得 

λ1  

因此满足条件的平面有 

x y z

x y z

   
   

4 5 3 14 0
3 4 5 6 0

 

 

例 2  （24-25 期末） 

解 

例 2  （23-24 期末） 

解 
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第 7 - 3 讲  曲面与空间曲线 

一  曲面方程的表示 ★★★★★ 

※ 隐式曲面方程 

所有满足一个特定函数F 的点组成了一个曲面 

 ( , , ) 0F x y z    

则该曲面上一点 ( , , )0 0 0x y z 的法向量 n 为 

 ( , , )( , , )
0 0 0x y z x y zF F F F   n   

有了这个点以及法向量，该点处的切平面就能确定 

※ 显式曲面方程 

若曲面方程中的某个变量可以由另外两个坐标明确表示，则称为显式曲面方程 

( , )z f x y  

则该曲面上一点 ( , , )0 0 0x y z 的法向量 n 为 

( , , )( , ,-1)
0 0 0x y x y zf f n  

 

设曲面Σ : x y z xy xz yz     2 2 22 3 2 2 4 8，若曲面上点 ( , , )x y z 处的切平面与 yOz平面平

行，求出满足条件的点的坐标. 

 
令 

2 2 22 3 2 2 4 8 0F x y z xy xz yz         

于是 

2 2 2xF x y z       4 2 4yF y x z       6 2 4zF z x y    

       该平面与 yOz 平行，因此切平面法向量 

( , , ) (1,0,0)/ /x y zF F F  n  

因此 

2 2 2 0xF x y z      

例 1                                                                        24-25 期末 

解 
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4 2 4 0yF y x z      

6 2 4 0zF z x y     

     解得 

0
2

z

x y




 

     代入曲面方程 

2 2 24 2 4 8 0 2y y y y        4x    

     于是满足条件的点为 

(4,-2,0)   或  (-4,2,0)  

 

二  曲线方程的表示 ★★★★★ 

※ 参数式曲线方程 

参数式将曲线的三个坐标用一个共同的变量 t表示，每个点对应一个特定的 t  

 ( ) ( ) ( )x x t y y t z z t     

则该曲线上一点 ( , , )0 0 0x y z （对应 0t ）的切向量 τ为 

 ( ( ), ( ), ( ))0 0 0x t y t z t  τ   

有了这个点以及切向量，该点处的法平面就能确定 

※ 一般式曲线方程 

曲线方程的一般式是两个曲面方程联立，代表两个曲面的交线 

 
( , , )
( , , )

0
0

F x y z

G x y z

  
  

则该曲线上一点 ( , , )0 0 0x y z 的切向量 τ为 

 F G τ   

 

曲线
x y

x z

    

2 2

2 2

1
1
在点 ( , , )2 2 2

2 2 2
处的切线方程为           . 

 

例 1                                                                        24-25 期末 
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令 

2 2 1 0F x y     
2 2 1 0G x z     

于是 

2xF x     2yF y     0zF    2xG x     0yG     2zG z   

因此 

2 2 0 (4 ,-4 ,-4 )
2 0 2

F G x y xz xz xy

x z

   
i j k

τ  

代入 ( , , )2 2 2
2 2 2

： 

(1,-1,-1)τ  

因此切线方程 

2 2 2
2 2 2

1 1 1

x y z  
 

 
 

 

三  求旋转曲面和投影曲线 

※ 求旋转曲面 

 

 

求直线 1
1 2 3
x y z
 


绕 z 轴旋转所成的旋转曲面方程. 

 

解 

 

常考：求曲线
( , , )
( , , )

0
Γ :

0
F x y z

G x y z

  
绕直线L旋转一周形成的旋转曲面方程 

① 取L 上一点 ( , , )0 0 0 0M x y z ，并得到方向向量 τ  

② 在Γ上取一点 ( , , )1 1 1 1M x y z ，有 

( , , )
( , , )

1 1 1

1 1 1

0
Γ :

0
F x y z

G x y z

  
 

③ 点 1M 绕L 旋转一周形成的圆上任意一点P ( , , )x y z 满足 

1M P  τ


  且  0 0 1M P M M
 

 

④ 联立以上方程消去 ( , , )1 1 1x y z ，即可得到旋转曲面方程 

例 1  （23-24 期中） 

解 
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直线L 为 z 轴，因此设 0M 为坐标原点O ，方向向量 (0,0,1)τ   

设直线Γ上一点为 ( , , )1 1 1 1M x y z ，满足 

1 1 1 1
1 2 3
x y z 

 


 ① 

因此有 

( )1 1 0M O z z   τ


 → 1z z  ② 

1OP OM
 

 →  2 2 2 2 2 2
1 1 1x y z x y z       ③ 

联立①~③，消去 1x 、 1y 、 1z ，得到旋转曲面方程为 

( )2 2 25 1
9

x y z    

 
※ 求投影曲线 

 

 

求空间曲线
2 2 2

0
:

2 3 1
x y z

C
x y z

      
在平面 2 2 10x y x   上的投影曲线方程. 

 

该平面的法向量 (1,-2,2)n  

设曲线C 上一点 ( , , )0 0 0 0P x y z ，满足 

0 0 0

2 2 2
0 0 0

0

2 3 1

x y z

x y z

      
  ① ② 

0P 投影到平面的点P ( , , )x y z ，满足 

2 2 10x y x    

 

常考：求曲线
( , , )
( , , )

0
Γ :

0
F x y z

G x y z

  
投影至平面 π的曲线方程 

① 获得 π的法向量 n  

② 在 ( , , )1 1 1x y z 上取一点 ( , , )1 1 1 1M x y z ，有 

( , , )
( , , )

1 1 1

1 1 1

0
Γ :

0
F x y z

G x y z

  
 

③ 点 1M 投影至平面 π得到的点M ( , , )x y z 满足 

M 在平面 π上 

1M M π  → //1M M n


 

④ 联立方程消去 ( , , )1 1 1x y z ，即可得到曲线方程 

例 2  （22-23 期末） 

解 
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//0PP n


 → 0 0 0

1 2 2
x x y y z z  

 


 ③ 

联立①~③，消去 , ,0 0 0x y z ，解得： 
2 2 220 31 12 48 28 38 1x y z xy xz yz       
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第 8 章  多元函数微分学 

第 8 - 1 讲  多元函数微分学基本概念 

一  多元函数的基本概念 

※ 多元函数 

定义 设多元空间内的区域 nD  ，若存在对应法则 f ，对任意点 P D 均有唯一的实数 z 与其对应，

则称 f 为定义在D上的n 元函数，记作 ( )z f P  

在多元函数中，定义域由一维的实数区间扩展到了更高维度的二维平面、三维空间…… 

※ 邻域 

定义 在 2
 和 3

 中，取 0δ ，定义点 ( , )0 0 0P x y 或 0 ( , , )0 0 0P x y z 的邻域为 

( , ) {( , ) | ( ) ( ) }2 2 2
0 0 0U P δ x y x x y y δ       

( , ) {( , , ) | ( ) ( ) ( ) }2 2 2 2
0 0 0 0U P δ x y z x x y y z z δ         

与上册定义的邻域相比，这里的邻域由一维的线扩展至二维的圆/三维的球 

 

 

 

二  二重极限与连续 

※ 二重极限 

定义 设函数 ( )z f P 在点 ( , )0 0 0P x y 的去心邻域 ( , )0 0U P δ 内有定义，若存在常数 A ，对 0ε  ，

00 δ δ   ，当 ( ) ( )2 2
0 00 x x y y δ     时，有 

( , )| |f x y A ε   

      则称A为函数 ( , )f x y 当点 ( , )x y 趋向于点 ( , )0 0x y 时的二重极限，记作 ( , )
0
0

lim
x x
y y

f x y A



  

由此可知，二重极限的定义与一元函数极限的定义的结构是相同的，仅在维度上进行了扩展 

① 计算二重极限 

   除了洛必达法则和单调有界定理不再适用外，其余在微积分Ⅰ学过的定理均可使用 

   如果通过变量代换化为一元极限，那什么法则都能用了 

 
求 ( )2 2

0
0

lim xy

x
y

x y



  

例 1 
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原式 = 
( )

( )e e
2 2

02 2
0

lim ln
ln

0
0

lim
x
y

xy x y
xy x y

x
y










  

当 0xy 时， 2 2 2x y xy xy   ，由此 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2ln ln lnxy xy xy x y x y x y      

且 ,0 0x y  时，有 2 2 0x y   ， 0xy   

由于 

( ) ( )2 2 2 2

0 0 0
0 0

lim ln lim ln lim ln 0
x x u
y y

xy xy x y x y u u
  

 

      

由夹逼定理， 0xy 时 

( )2 2

0
0

lim ln 0
x
y

xy x y



   

当 0xy 时，有 
2 2xy x y    

因此 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2ln ln lnxy xy xy x y x y x y        

同理，此时 

( )2 2

0
0

lim ln 0
x
y

xy x y



   

综上所述 

( )2 2

0
0

lim ln 0
x
y

xy x y



  ，原式 = e0 1  

 
② 判断二重极限是否存在 

   二重极限比一元极限有更高的要求，它要求从P沿着任意路径到 0P ，函数都能收敛到同一个值 

   只要某一路径的极限不存在，或有两个路径的极限存在但不相等，二重极限都不存在 

   选取路径就是令 ( )y h x ，使得 0x x 时， ( ) 0y h x y  ，代入二重极限中化为一元极限 

   计算得到的结果就是该路径下的极限 

 

判断
3 3

20
0

lim
x
y

x y

x y





的二重极限是否存在 

 

选择路径 y x ：原极限化为 

3 3

20
lim 0
x

x x

x x





 

解 

 

例 2 

解 
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选择路径 3 2y x x  ：原极限化为 

( ) ( )3 3 2 3 3 3 2 3

2 3 2 30 0
lim lim 1
x x

x x x x x x

x x x x 

   
 

 
 

两条路径的极限存在但不相等，因此二重极限不存在 

 
※ 连续 

定义 若 ( , ) ( , )
0
0

0 0lim
x x
y y

f x y f x y



 ，则称 ( , )f x y 在 ( , )0 0x y 处连续 

三  偏导数与全微分 

※ 偏导数 

① 一阶偏导数 

定义 设函数 ( , )f x y 在 ( , )0 0 0P x y 的某邻域内有定义，如果极限 

( , ) ( , )0 0 0 0

Δ 0

Δ
lim

Δx

f x x y f x y

x

   

         存在，则称 ( , )f x y 在 0P 处对 x 可偏导，该极限称为对 x 的偏导数，记为
,0 0x y

f

x


 ,0 0x y

z

x




( , )0 0xf x y  

         同理， ( , )f x y 对 y的偏导数记为
,0 0x y

f

y


 ,0 0x y

z

y




( , )0 0yf x y ，定义如下： 

( , ) ( , )( , ) 0 0 0 0
0 0 Δ 0

Δ
lim

Δy y

f x y y f x y
f x y

y

    

简单来讲，偏导数就是将其它自变量视为常数变成特定自变量的一元函数的导数 

② 偏导函数 

定义 若函数 ( , )f x y 在D内每一点都存在偏导数，则称函数在D上可偏导 

        且D上的点和其导数之间的新的对应关系称为函数在D内的偏导函数，简称偏导数，记为 

f

x




  z

x




  ( , )xf x y   （以x 为例） 

※ 全微分 

定义 设函数 ( , )f x y 在 ( , )0 0 0P x y 的某邻域内有定义，若存在常数 ,A B ，对充分小的Δx 和Δy均有 

( , ) ( , ) ( )Δ Δ Δ Δ Δz f x x y y f x y A x B y o ρ         ( ) ( )2 2Δ Δ 0ρ x y     

         则称函数 ( , )z f x y 在 ( , )0 0 0P x y 处可微，称 Δ ΔA x B y 为 ( , )z f x y 在 0P 处的全微分，记作 

d Δ Δz A x B y   

① 全微分与偏导数的关系 
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· 可微 → 可偏导，且在该点 

d d dz z
z x y

x y

 
 

 
 

 

设 arctan
1
x y

z
xy





，求 (1,2)d |z . 

 
求两个偏导数 

(1,2)

d
d 1

1arctan
1 2 2x

z x

x x x 

      
 

(1,2)

d
d 2

1 1arctan
1 5y

z y

y x y 

        
 

因此 

(1,2)d d d1 1|
2 5

z x y   

 

② 可微的充要条件 

 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )2 2Δ 0
Δ 0

Δ Δ Δ Δ
lim 0

Δ Δ
x y

x
y

f x x y y f x y f x y x f x y y

x y


     



  

 

判断
( ) ,

( , )
,

2 2 2 2
2 2

2 2

1sin 0

0 0

x y x y
x yf x y

x y

      

在 (0,0)处是否可微 

 

虽然偏导数连续可以推出可微，但计算可知这里偏导数不连续，因此需要用充要条件 

( )
( ,0)

2 2
2 2

0 0

1 1sin 0 sin
0 lim lim 0x x x

x x
x xf

x x 


    ，同理， (0,0) 0yf    

因此 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )2 2Δ 0
Δ 0

Δ Δ 0 0 0 0 Δ 0 0 Δ
lim

Δ Δ
x y

x
y

f x y f f x f y

x y


   


( ) ( )2 2

2
2

Δ Δ

0

1sin
limρ x y

ρ

ρ
ρ

ρ
 


 20

1lim sin 0
ρ

ρ
ρ

   

可微 

 

例 3 

解 

 

例 4 

解 
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连续、可微、可偏导间的联系 

· 连续 → 极限存在 

· 可微 → 连续 且 偏导数存在 

· 偏导数连续（注意偏导函数依然是多元函数，此处是多重连续） → 可微 
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第 8 - 2 讲  偏导数的计算 

一  显式函数的偏导数 

※ 一阶偏导数 

 

 

设 ( )21 xz xy   ( )0x  ，求 z

x




， z

y




 

 

 ( ) ( )e e [ ( ) ] ( ) [ ( ) ]
2 2

2 2
ln 1 ln 1 2 2 2

2 2ln 1 1 ln 1
1 1

x xy x xy xz xy xy
xy xy xy

x x xy xy
  

       
   

 

( ) ( )2 1 2 2 11 2 2 1x xz
x xy xy x y xy

y
 

    


 

 
※ 高阶偏导数 

对一阶偏导函数的进一步偏导称为二阶偏导数，根据对哪自变量偏导以及顺序，有以下四种 
2 2 2 2

2 2

z z z z

x y y xx y

   
    

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )xx xy yx yyf x y f x y f x y f x y     

定理 设函数 ( , )f x y 在 ( , )0 0 0P x y 处有二阶连续偏导数，则 

( , ) ( , )0 0 0 0xy yxf x y f x y   

         此时若全微分 d d dz P x Q y  ，则 

P Q

y x

 


 
 

二  复合函数的偏导数 ★★★ 

※ 复合函数的偏导数 

定理  设函数 ( , )u g x y 和 ( , )v h x y 在点 ( , )P x y 处偏导数存在，函数 ( , )z f u v 在对应点处有一阶

连续偏导数，则 z

x




和 z

y




均存在，则 

求偏导数的基本方法 

· 将其它变量视为常数，也就是视为指定变量的一元函数，然后对特定变量求导 

  若只需求某点的偏导数，可先将其它变量代入，化简为一元函数，然后求导 

· 偏导数实质上就是一元导数，可以使用上册中学习过的所有性质与技巧 
 
例 1 

解 
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z z u z v

x u x v x

    
 

    
  z z u z v

y u y v y

    
 

    
 

简单来讲，就是复合函数求导遵循链式法则 

 

 

设 z 是 x 和 y的函数，且有二阶连续偏导数，若 e cosux θ ， e sinuy θ .求证： 

e
2 2 2 2

2
2 2 2 2

uz z z z

u θ x y

              
 

 

此类证明题的本质就是计算，用复合函数求导法则求出偏导后相加即可 

首先求中间变量对自变量的一阶偏导 

e e e ecos sin sin cosu u u ux x y y
θ θ θ θ

u θ u θ

   
   

   
 

因此因变量对自变量的一阶偏导 

e ( )cos sinuz z x z y z z
θ θ

u x u y u x y

      
   

      
 

二阶偏导 

e ( ) e ( )
2

2 cos sin cos sinu uz z z z z z
θ θ θ θ

u u x y u x yu

                    
 

其中 

e e
2 2

2 cos sinu uz z x z y z z
θ θ

u x x x u y x u x yx

                              
 

e e
2 2

2cos sinu uz z x z y z z
θ θ

u y x y u y y u x y y

                                   
 

于是 

求复合函数的偏导数 

· 求复合函数偏导的难度并不大，但容易搞不清楚自变量、中间变量、因变量之间的关系 

  导致列式子漏掉或者多余。建议求导前画一个路线图 

（路线图中从因变量到自变量，串联的路径偏导数相乘，并联的路径导数乘积相加） 

· 求二阶导的方式：对所求的一阶导继续求偏导，遇到高层次的偏导时注意依然要遵循链式法则 

（因变量对中间变量求导后，导函数依然是中间变量的函数） 
 

例 1 

解 
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e e
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2cos sin cos 2 sin cos sinu uz z z z z z

θ θ θ θ θ θ
x y x yu x y

                           
 

对另一个变量同样如此 

e ( )cos sinuz z x z y z z
θ θ

θ x θ y θ y x

      
   

      
 

e ( )
2

2 sin cos cos sinuz z z z z z
θ θ θ θ

θ θ y θ y x θ xθ

                       
 

e e
2 2

2 sin cosu uz z x z y z z
θ θ

θ x x x θ y x θ x yx

                              
 

e e
2 2

2sin cosu uz z x z y z z
θ θ

θ y x y θ y y θ x y y

                                   
 

于是 

e e
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2cos sin cos 2 cos sin sinu uz z z z z z

θ θ θ θ θ θ
x y x yθ y x

                           
 

两部分相加，最终得到 

e
2 2 2 2

2
2 2 2 2

uz z z z

u θ x y

              
 

 
※ 一阶全微分形式不变性 

d d d d dz z z z
z x y u v

x y u v

   
   

   
 

 

已知 ( , )f u v 存在二阶连续偏导，且
(1,1)

d d d3 4f u v  ，若 ( ,1 )2cosy f x x  ，计算 d
d

2

2
0x

y

x


的值. 

 

求导路线图如下： 

x u y

v

 
 

  

因此 

d d d
d d d 1 2sin 2y f u f v

xf xf
x u x v x

      
 

 

对于 1 ( , )f u v ，其对 x 再次求导为 11 12sin 2xf xf   ， 2f 同理 

 

 

例 2 

解 
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因此再次求导： 

d ( ) ( )
d

2

1 11 12 2 21 222 cos sin sin 2 2 2 sin 2y
xf x xf xf f x xf xf

x
              

代入 0x  ： 

d ( ) ( )
d

2

1 22 0 2 0y
f x f x

x
      

由于 0x  时， , 2cos 1 1 1x x   ： 

d (1 1) (1 1)
d

2

1 22
0

2
x

y
f f

x


  ， ，  

由全微分
(1,1)

d d d3 4f u v  ，得 

(1 1) (1 1)1 23 4f f  ， ， ，  

因此 

d
d

2

2
0

3 2 4 5
x

y

x


     

 

三  隐函数的偏导数 ★★ 

※ 一元隐函数的导数 

方程 ( , ) 0F x y  可确定隐含的一元函数 ( )y f x ，函数的导数 

 d
d

x

y

Fy

x F





  

※ 二元隐函数的偏导数 

方程 ( , , ) 0F x y z  确定的隐函数 ( , )z f x y 的偏导数为 

 x

z

Fz

x F





     y

z

Fz

y F





  

 

已知 ( , )z z x y 由方程 ( , ) 0z z
F x y

y x
   所确定，F 具有连续偏导数，证明： z z

x y z xy
x y

 
  

 
 

 
先对隐函数求偏导： 

 

例 1 

证明 
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1 22x

z
F F F

x
       1 22y

z
F F F

y
       1 2

1 1
zF F F

y x
     

因此，由隐函数定理 

1 22

1 2
1 1

x

z

z
F FFz x

x F F F
y x

 
 

  
    

1 22

1 2
1 1

y

z

z
F F

Fz y
y F F F

y x

  
 

  
 

于是 

1 2 1 221 2 1 22

1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1

z zz zF F F yFF F xF Fz z y yx xx y x y
x y F F F F F F F F

y x y x y x y x

           
    

            
 

         
2 1 1 2

1 2

1 1 1 1

1 1

z F F xy F F
x y y x

z xy
F F

y x

                  
  

 
 

 
四  方向导数与梯度 ★★★★★ 

※ 方向导数 

定义  设 ( , , )f x y z 在点 ( , , )0 0 0 0M x y z 的某邻域内有定义， l 为一方向单位向量，以 0M 为起点沿 l 方

向任取一点 ( , , )M x y z ，且 ( )0M U M ，并记 0| |ρ M M ，如果以下极限存在： 

( ) ( ) ( , , ) ( , , )0 0 0 0

0 0
lim lim
ρ ρ

f M f M f x y z f x y z

ρ ρ 

 
  

          则称该极限为函数 f 在点 0M 处沿方向 l 的方向导数，记为
0M

f
l

或 ( , , )0 0 0f x y z
l  

偏导数可以看成是方向导数的特例，方向导数拓宽了偏导的方向选择，两者之间也存在联系 

定理  若函数 f 在 ( , , )0 0 0 0M x y z 处可微，则 f 在该处沿任何方向 l 的导数均存在，且 

( , , ) cos cos cosf f f f f f f
α β γ

x y z x y z

      
    

      
l

l
 

          三个 cos 称为 l 的方向余弦 

※ 梯度 

定义  设 ( , , )f x y z 在点 ( , , )0 0 0 0M x y z 处存在对所有变量的偏导数，称向量 

grad ( , , )f f f
f f

x y z

  
  

  
 

          为函数 f 在点 0M 处的梯度 
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这里的符号是梯度算子 ( , , )
x y z

  
  

，算子与后面跟着的函数作用，对函数进行求导、积分等操作 

由此，方向导数可以写成 

f
f


 


l

l
 

l 与梯度同方向时，方向导数达到最大值，因此梯度代表的方向是当前函数值增大最快的方向 

 

已知函数 ( , , )f x y z xy z  22 及点 (2,-1,1)A ， (3,1,-1)B ，则函数 ( , , )f x y z 在点A 处沿由A 到B

方向n
的方向导数

A

f

n







           . 

 
首先求出方向 n



，由于 

(3,1,-1) (2,-1,1) (1,2,-2)AB   


 

2 2 2

(1,2,-2) 1 (1,2, 2)
31 2 ( 2)| |

AB
n

AB
   

  





  

       再求梯度 

( , , ) 2xf x y z y  ， ( , , ) 2xf x y z x  ， ( , , ) 2zf x y z z   

       代入点 A 坐标得到 

grad (-2,4,-2)f   

       因此 

grad (-2,4,-2) (1,2,-2)
A

f
f n

n


    






1 10
3 3

 

 
 

 

  

例 1                                                                        24-25 期末 

解 
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第 8 - 3 讲  多元函数极值 

一  二元函数的极值 ★★★★★ 

※ 二元函数极值的定义 

定义  设函数 ( , )z f x y 在点 ( , )0 0x y 的某邻域内有定义，若 ( , ) ( )0x y U P  ，均有 

( , ) ( , )0 0f x y f x y   或  ( , ) ( , )0 0f x y f x y  

          则称 ( , )0 0f x y 为函数 ( , )z f x y 的极大（小）值，称 ( , )0 0x y 为函数的极大（小）值点 

※ 无条件极值 

定理  设函数 ( , )z f x y 在点 ( , )0 0x y 的某邻域内可偏导，若 ( , )0 0x y 是函数的极值点，则有 

( , ) ( , )0 0 0 0 0x yf x y f x y    

满足 ( , ) ( , )0 0 0 0 0x yf x y f x y   的点称为驻点，驻点不一定是极值点，还需要经过下一重考验： 

定理  设函数 ( , )z f x y 在点 ( , )0 0x y 处有二阶偏导数，且为驻点，记 

( , ) ( , ) ( , )0 0 0 0 0 0xx xy yyA f x y B f x y C f x y      

          若 2 0B AC  ，则 ( , )0 0x y 为极值点，且 0A 时取极小值， 0A  时取极大值 

          若 2 0B AC  ，则 ( , )0 0x y 并非极值点 

          若 2 0B AC  ，则 ( , )0 0x y 可能是极值点，也可能不是 

   

 

求函数 ( , )
( )

ln| | x y
f x y x

x


  



2 2

22 1
2 1

的极值. 

 

首先求偏导 

2 2

3

2( 1) 0
( 1)x

x x y
f

x

    


   2 0
( 1)y

y
f

x
  


 

因此 

2x  ， 0y    或 1
2

x  ， 0y   

再求二阶偏导 

例 1                                                                        24-25 期末  

解 
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2 2

4

2 6 1 3
( 1)xx

x x y
f

x

    


   3

2
( 1)xy

y
f

x
 


   2

1
( 1)yyf
x

 


 

对 1
2

x   

24, 0, 4A B C   ， 2 96 0B AC   ，且 0A ，因此取极小值 1 2 2
2

ln   

对 2x   

3, 0, 1A B C   ， 2 3 0B AC   ，取极小值 2 

 

※ 条件极值 

当 ( , )x y 不再自由取值，而是要满足约束 ( , ) 0ng x y  时， ( , )f x y 的极值需要通过拉格朗日乘数法求取 

令新的函数 

 ( , , ) ( , ) ( , )
1

n

i i
i

F x y λ f x y λ g x y


    

该函数的无条件极值就是原目标函数的条件极值，且如果问题有实际背景，可以直接判断最值 

注意：① 微积分Ⅱ中出现的不等式证明题，一般都是通过拉格朗日求极值来做 

② 如果要求的是最值，一定要把端点处的值也求一下进行比较 

 

若n 1，a 0，x 0， y0 . 

（1）求函数 ( , ) ( )n nf x y x y 
1
2

在条件x y a  下的最小值 

（2）证明不等式
nn nx y x y      2 2
 

 

（1）使用拉格朗日乘数法，设 

1( , , ) ( ) ( )
2

n nL x y λ x y λ x y a      

则 

 

例 1                                                                        24-25 期末  

解 
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1

1

0
2

0
2

0

n

n

L n
x λ

x
L n

y λ
y

L
x y a

λ





          

  

解得 

2
a

x y   

因此 ( , )f x y 在此处取到极值，此时 

1( , ) [( ) ( ) ]
2 2 2 2 2 2

n
n na a a a a

f
      

 

又由于两边端点 

( ,0) (0, )
2 2

n n

n

a a
f a f a    

因此， ( , )f x y 在 x y a  条件下的最小值为 ( )
2

na  

（2）当 0x y  时，不等式显然成立 

     当 0x y  时，不妨设 0x y a    

     由（1）的结论，此时 

( , ) ( )
n

na x y
f x y

      2 2
 

     该结论对任意 0a  都成立，因此不等式得证 
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第 9 章  重积分 

第 9 - 1 讲  二重积分 

 
一  二重积分的定义和性质 

※ 二重积分的定义 

定义 设 ( , )f x y 是有界闭区域D上的有界函数，将D分成 n 个小闭区域 , ,1Δ Δ nσ σ ，其面积为Δ iσ ，记

λ为各小闭区域直径中的最大值。如果存在 I ，对于任意 0ε ，总存在 0δ ，使得对于任意

满足 λ δ 的分割和任意选取的点 ( , )i iξ η 都成立 

( , )
1

Δ
n

i i i
i

f ξ η σ I ε


   

      则称 f 在D上可积， I 为 f 在D上的二重积分，记作 

( , )d
D

f x y σ  或 ( , )d d
D

f x y x y  

※ 二重积分的性质 

① 被积函数可拆 

( ( , ) ( , )) d d ( , ) d d ( , ) d d
D D D

αf x y βg x y x y α f x y x y β g x y x y      

② 积分区域可拆（ 1 2D D D  ，两个子区域没有重叠） 

( , ) d d ( , ) d d ( , ) d d
1 2D D D

f x y x y f x y x y f x y x y     

③ 不等式 

( , ) d d ( , ) d d
D D

f x y x y f x y x y   

④ 积分中值定理 

   若 f 在D上连续，则存在 ( , )ξ η D ，使得 ( , ) d d ( , ) D

D

f x y x y f ξ η S  （ DS 为区域D的面积） 

 

 

 

积分是一种特殊的“加和” 

· 在一元定积分中，我们实际上就是将一条线段上的所有点对应的函数值进行了“加和” 

· 拓展到多元积分，我们则是要对一个平面区域、空间区域内的所有点进行“加和” 
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二  二重积分的基本计算方法 

 

※ 直角坐标系的累次积分 

视其中一个变量为常数，对另一个变量进行定积分，积分区间由积分区域决定 

积分区间的确定：如果视 x 为常数，作竖直线；如果视 y为常数，作水平线 

这条线与积分区域的交集为一条线段，线段的两个端点的坐标即为积分上下限 

（通常是视为常数的变量的函数，如记为 ( )1φ x ） 

图 

这一步相当于将线段上的所有点的函数值 ( , )d df x y x y 进行加和，累积到一维数轴的对应点上 

或者更直观地，平面区域被压扁成了线段 

图 

· 第一次积分后二重积分变成只含一个变量的定积分，其值就是二重积分的值 

  这一步相当于将累积到数轴上的点的函数值进行加和 

· 两个步骤用积分式表示为 
( )

( )
( , )d d ( , )d d

2

1

b φ x

a φ x
D

f x y x y f x y y x
        或  

( )

( )
( , )d d ( , )d d

2

1

d ψ y

c ψ y
D

f x y x y f x y x y
        

称为累次积分，为了简洁并体现顺序，一般写成 

 
( )

( )
( , )d d d ( , )d

2

1

b φ x

a φ x
D

f x y x y x f x y y      或   
( )

( )
( , )d d d ( , )d

2

1

d ψ y

c ψ y
D

f x y x y y f x y x     

三  二重积分的换元方法 ★★★★★ 

※ 一般换元法 

有时候按直角坐标系积分不好算，或区域太复杂，可以考虑换元，包括如下三个步骤： 

① 将被积函数中的原变量进行替换： 

( , )
( , )

x x u v

y y u v

  
 

② 求出雅可比行列式（如下），然后将 d dx y 替换为 ( , ) d d
( , )
x y

u v
u v




 

二重积分计算的底层逻辑 

· 二重积分可以视为对平面区域 D 的所有点的函数值进行加和 

平面区域由无数连续分布的直线段组成，我们先将区域 D 分解为连续分布的直线段，对每一条线段进行积分 

然后将它们的积分值相加（这些线段的积分值会与某条线段的点一一对应，又是一次积分），即可得到二重积分的值 

· 可以理解为第一次积分将平面区域 D 压缩为一条线段（被积函数被累积到了压缩出来的线段上），第二次积分就是定

积分，将线段上的点相加成一个数 
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( , )
( , )

x x
x y u v

y yu v

u v

 
  

 
 

 

③ 画出转换后的区域（用 u 和 v 表示），则积分化为 

( , )( , )d d ( , ) d d
( , )

D D

x y
f x y x y g u v u v

u v




   

 

求二重积分 ( )d d
D

x y x y ，其中D为直线 1x y  ， 2x y  ， y x 和 2y x 围成的区域 

 
积分区域如下图，若按直角坐标积分，需要将区间分成三部分，显然太繁琐。 

 

注意到D的边界有两条是 ?x y  ，另外两条是 ?y x ，具有相同的结构 

不妨根据这个特点来换元，让积分区域变得简单，令 

u x y

y
v

x

   

 → 1

1

u
x

v
uv

y
v

    

 

则积分区域变成了 1 2u  ， 1 2v   

雅可比行列式 

( )( , )
( , ) ( )

( )

2

2

2

1
1 1

1
1 1

ux x
v vx y uu v

y y v uu v v

u v v v

  
     

  
   

 

因此积分变为 

d d d d
( ) ( )

32 2
2

2 21 1

1 2 1 1 7
3 6 181 1

D

u
u u v u u v

v v


   

     

 

※ 极坐标换元法 

当积分区域出现曲线（圆弧），或者被积函数出现类似 2 2x y 的结构时，直角坐标系积分会变得困难，

可以将直角坐标换元为极坐标： 

 
cos
sin

x r θ

y r θ

  
   d d d dx y r r θ   

当然要注意积分区域的表示 

例 2 

解 
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一般积分区域的圆要求圆心或者圆上一点为原点，这样积分才好算 

 

已知平面区域 {( , ) 2 }|D x y x y y  2 2 ，计算二重积分 ( ) d d
D

I x y x y   2
1 1 . 

 

画出D，发现其关于 y轴对称，因此 

( 1)d d 0
D

x y x y   

即 

( ) d d ( ( ) )d d
D D

I x y x y x y x y      2 2 2
1 1 1  

先换元 

1
x u

y v


 

  →  2 2 1u v    

则 

( ) d d ( ) d d
D D

I x y x y u v u v      2 2
1

1 0
1 2

0 1
 

对称性 

( )d d
D

I u v u v   2 2
1 4  

再按极坐标处理 

( ) d ( ) π
I π r r r π     

1
2

1 0

1 92 4 2 2
4 2

 

 
四  二重积分的计算技巧  ★★★★★ 

※ 交换积分次序 

如果题目要求计算累次积分，那么按它给的顺序去做基本是做不出来的，必须要画出积分区域，交换积

分次序 

※ 普通对称性 

如果积分区域和被积函数都关于某条直线对称，则积分会体现出普通对称性 

简单讲就是被积函数偶对称的，积分等于两倍单个区间 

( , )d ( , )d
1

2
D D

f x y σ f x y σ    

例 4  23-24 期末 

解 
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奇对称的，积分直接为 0 

( , )d 0
D

f x y σ  

积分区域D的对称轴 被积函数偶对称 被积函数奇对称 
y轴 ( , ) ( , )f x y f x y   ( , ) ( , )f x y f x y   
x 轴 ( , ) ( , )f x y f x y   ( , ) ( , )f x y f x y   

y x  ( , ) ( , )f x y f y x  ( , ) ( , )f x y f y x  

y x （原点） ( , ) ( , )f x y f x y    ( , ) ( , )f x y f x y    

※ 轮换对称性 

若积分区域关于 y x 对称，也就是将 x 和 y互换后积分区域D保持不变，则 

( , )d ( , )d
D D

I f x y σ f y x σ    

此时可以利用线性组合的特性将两种积分任意组合 

( ( , )d ( , )d ) [ ( , ) ( , )]d1 2 1 2
1 2 1 2

1 1

D D D

I k f x y σ k f y x σ k f x y k f y x σ
k k k k

   
      

通过这种方法让 ( , ) ( , )1 2k f x y k f y x 变成更简单的被积函数，就可以大幅简化计算，甚至让本来无法计算

的积分变得可以计算 

 

 

求积分 ( )d d
D

x y y x y  2 2 ，其中 D 是由圆 x y 2 2 4内部和圆 ( )x y  2 21 1外部所围成

的平面区域. 

 

首先观察对称性，注意到整个区域关于 x 轴对称，因此 

d d
D

y x y 0  

于是所求变成 

d d
D

x y x y 2 2  

积分区域为大圆挖去一个小圆，因此先求两个积分，再相减，改用极坐标 

注意  若被积函数或积分区域只有一部分满足对称性，这时要拆分积分，处理有对称性的积分 

      题目经常会将无对称性但好算的被积函数和难算到爆但可用对称性消除的被积函数加到一起 

      千万不要被带进坑里了！ 

例 1                                                               

解 
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1

2
1

8 16d d 2
3 3

D

I r r θ π π     

2
2 3 32 2 2

2 0 0
2 2

8 16 16 2 32d d cos d cos d
3 3 3 3 9

cosπ π π
θ

π πI θ r r θ θ θ θ
 

          

因此 

1 2
16 (3 2)
9

I I I π     

 

计算累次积分
2 4

3

1 1

21
1

1
x y

x

x
x y y

x
 




  ( )d ( e )d . 

 
积分区域如下图： 

 

 

 

 

注意到被积函数存在极其复杂的部分，应先拆开来，分别处理 

2 4

3 3

1 1 1 1

1 2 2 21 11 1
x y

x x

x xy
I I I x y x y

x x
 

 
   

     ( )d d d e )d  

其中 

( )d d d
3

31 1 1

1 2 21 1

1 4
3 21 1x

x x x π
I x y x

x x 


    

     （定积分的知识） 

而 2I 如果硬算将特别恐怖，最好用对称性简化一部分 

虽然积分区域D并不满足对称性，但观察可以发现D中的 1D 和D外的 2D 关于原点对称 

且被积函数也关于原点对称： ( , ) ( , )2 2f x y f x y   ，于是由对称性有 

( ) ( )e )d d e d d
2 4 2 4

1 2

2 21 1
x y x y

D D

xy xy
x y x y

x x
   

    

这意味着 

( ) ( ) ( )e )d d e )d d e d d
2 4 2 4 2 4

1 3 2 3

2 2 2 21 1 1
x y x y x y

D D D D D

xy xy xy
I x y x y x y

x x x
     

 

  
      

而 3D 和 2D 组合成了一个关于 y轴对称的矩形区域，且被积函数同样关于 y轴对称 

( , ) ( , )2 2f x y f x y   

于是由对称性， 2 0I   

综上所述 

例 2  （22-23 期末） 

解 
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1 2
4
3 2

π
I I I     

 

 
 

 

  

 

二重积分的基本步骤 

① 根据题干给的积分区域描述，在坐标系中画出积分区域 

② 观察被积函数和积分区域的对称性，尽可能让可以用对称性解决的部分解决，简化后续计算 

③ 根据积分区域的形状和被积函数的结构选择积分方式和次序 

   · 如果积分区域均为直边且被积函数形式简单，考虑使用直角积分 

   · 如果积分区域都是斜边，直角积分较麻烦的，考虑简单的换元 

   · 如果积分区域有曲边，或者被积函数中有平方开方项的，考虑换元为极坐标 

④ 确认好积分上下限，进行累次积分 

同学们可以总结遇到的积分区域以及适合的积分方式 
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第 2 讲  三重积分 

一  三重积分的定义 

三重积分是在空间区域内对三元函数进行的积分，其形式如下（ dV称为体积微元）： 

( , , )d ( , , )d d d
V V

f x y z V f x y z x y z    

我们不再讨论其性质，直接进入计算的讨论 

二  三重积分直角坐标系基本计算方法 

※ 投影法 

保持 x 和 y不变，先对 z 作定积分，得到关于 x 和 y的二重积分 

积分的上下限由空间区域的边界面决定，通常是 x 和 y的函数 

 

 

 

 

本步骤相当于将空间区域V投影到平面区域 xyD （或者是直接压扁） 

然后求得到的二重积分 
( , )

( , )
( , , )d d d d d ( , , )d

2

1
xy

z x y

z x y
V D

f x y z x y z x y f x y z z    

当然可以选择先积 x 或 y，要视具体问题而定 

 

※ 平面截面法 

· 保持 z 不变，先对 x 和 y作二重积分，得到关于 z 的定积分 

  积分区域依然由空间区域的边界面决定，通常是 z 的函数 

  这一步骤相当于将空间区域V分割成一个个平面，并将其上的积分值转移到一元 z 数轴上 

· 然后求得到的定积分 

( )

( , , )d d d d ( , , )d d
xy

b

a
V D z

f x y z x y z z f x y z x y    

· 当然可以选择其它的变量组合，要视具体问题而定 
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二  三重积分换元法 ★★★★★ 

※ 一般换元公式 

三重积分的换元与二重积分相同，首先作如下变换： 

( , , )
( , , )
( , , )

x x u v w

y y u v w

z z u v w

   

 

然后求雅可比行列式 

( , , )
( , , )

x y z

u u u
x y z x y z

J
u v w v v v

x y z

w w w

  
  

   
 

   
  
  

 

于是积分变成 

( , , )d d d ( , , ) d d d
V V

f x y z x y z g u v w J u v w


     

※ 柱坐标系 

cos
sin

x r θ

y r θ

z z

   

     d d d d d dx y z r r θ z   

如果积分区域为柱体或锥体，可以使用该坐标系 

 
计算三重积分 d d d

Ω

z x y z ，其中Ω是由曲线 2 2y z ， 0x  绕 z 轴旋转一周而成的曲面与两平面

2z  ， 8z  所围成的立体 

 
首先求解旋转曲面方程，由于旋转轴是 z 轴，因此不妨直接用柱坐标系表示 

曲面上一点 ( , , )r θ z 与曲线上一点 ( , , )0 0 0r θ z 满足 
2 2

0 0 0

0

sin 2
/ 2

r θ z

θ π

  
  0

0

r r

z z

  
  →  ,2 0 2r z θ π    

因此 

d d d d d d
8 2 2

2 0 0
Ω

336
π z

z x y z z θ r r π      

 
※ 球坐标系 

例 1 

解 
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sin cos
sin sin
cos

x r φ θ

y r φ θ

z r φ

   

     
0

0
0 2

r

φ π

θ π

     

   d d d d d d2 sinx y z r θ r θ φ  

     · 如果积分区域为球形、椭球形、锥形等，可以使用该坐标系 

 

某物体在空间直角坐标系下表示为以下有界闭区域 ( , , )|
tan
x y

V x y z z x y
α

             

2 2
2 24  ,

π
α 0

2
.已知V 内任一点的密度值等于该点到原点的距离， 

（1）求此物体的质量M .（2） α取何值时，此物体的重心位于 (0,0,1)？ 

 

（1）首先对V进行球坐标变换，得到 

0 2
0
0 2

r

φ α

θ π

      

 

    因此 

2 2
2 3 4

0 0 0

1d sin d d d d d d 8 (1 ) 2 8 (1 )
4

sin cos cos
π α

V V

M ρ V r r φ r φ θ θ φ φ r r π α π α                

（2）设重心( , ,x y z ) 

     根据 ρ和V的对称性， 0x y   

2
2 2

2

0 0 0

32
1 1 45d d d d (1 )

8 (1 ) 5

sin
cos sin cos

cos
π α

V

π
α

z zρ V θ φ r φ r r φ r α
M M π α

      
     

令 4 (1 ) 1
5

cosz α   ，解得 

1
4

arccosα  

 
 

 

 

例 3                                                                         24-25 期末 

解 
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三  三重积分计算技巧 ★★★★★ 

※ 普通对称性 

① 关于坐标面对称 

积分区域Ω的对称面 被积函数偶对称 被积函数奇对称 

xOz  ( , , ) ( , , )f x y z f x y z   ( , , ) ( , , )f x y z f x y z   

yOz  ( , , ) ( , , )f x y z f x y z   ( , , ) ( , , )f x y z f x y z   

xOy  ( , , ) ( , , )f x y z f x y z   ( , , ) ( , , )f x y z f x y z   

② 关于原点对称 

( , , )d ( , , ) ( , , )
( , , )d

, ( , , ) ( , , )
Ω

Ω

8

0

f x y z V f x y z f x y z
f x y z V

f x y z f x y z

        


  

※ 轮换对称性 

若将 x 和 y对调后，积分区域Ω不变，则有（其它对调同理） 

( , , )d ( , , )d
Ω Ω

f x y z V f y x z V   

若将 x 、 y、 z 轮换后，积分区域Ω不变，则有 

( , , )d ( , , )d ( , , )d
Ω Ω Ω

f x y z V f y z x V f z x y V     

与二重积分类似，原积分等于这些相同积分的系数和 1 的线性组合，可以通过此组合出合适的被积函数 

 
设有界闭区域Ω由半球面 2 2 2z a x y   与锥面 2 2z x y  围成，且 

( )d
Ω 8

π
I x y z V     

则 a             . 

 
积分区域Ω如图，其关于 yOz 和 xOz 对称，因此 

d d
Ω Ω

0x V y V    

因此原积分 d
Ω 8

π
I z V  ，此时再计算会更方便 

例 2 

解 
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选择球坐标系：
0
0 / 4
0 2

r a

φ π

θ π

      

，于是 

d d d
42 /4

2

0 0 0

1cos sin 2
4 4 8

π π a a π
I θ φ r φ r φ r π         

解得 1a   

 

设均匀椭球 x y z

a b c
  

2 2 2

2 2 2 1，密度为 1， l 是过原点直线，且椭球上任意一点到该直线距离为

( )x y z αx βy γz    2 2 2 2 （其中 α β γ  2 2 2 1），求椭球绕 l 旋转的转动惯量 

 

由转动惯量的定义 

2 2d d
Ω Ω

J r m ρr V    

代入，得到要计算的积分为 

2 2 2 2[ ( ) ]d d d
Ω

J x y z αx βy γz x y z       

本题可通过对称性大幅简化计算，首先进行拆分 

2 2 2 2 2 2[(1 ) (1 ) (1 ) 2 2 2 ]d d d
Ω

J α x β y γ z αβxy αγxz βγyz x y z          

由于积分区域关于三个坐标面都成对称性，因此 

2 d d d 2 d d d 2 d d d 0
Ω Ω Ω

αβxy x y z αγxz x y z βγyz x y z     

于是积分简化为 

2 2 2 2 2 2[(1 ) (1 ) (1 ) ]d d d
Ω

J α x β y γ z x y z       

由于积分区域是椭球面，为了利用轮换对称性，进行变换 

x au ， y bv ， z cw （0 1r  ， 0 2θ π  ， 0 φ π  ） 

则雅可比行列式 

例 3                                                                         24-25 期末 

解 
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0 0
0 0
0 0

x x x

u v w a
y y y

b abc
u v w

c
z z z

u v w

  
  
  

 
  
  
  

 

于是 

2 2 2 2 2 2 2 2 2[(1 ) (1 ) (1 ) ]d d d
Ω

J α a u β b v γ c w u v w       

积分区域变成半径为 1 的球 2 2 20 1u v w    ，具有轮换对称性，因此 

2 2 2 2 2 21d d d d d d d d d ( )d d d
3Ω Ω Ω Ω

u u v w v u v w w u v w u v w u v w         

因此 

2 2 2 2 2 2 2 2 2(1 ) d d d (1 ) d d d (1 ) d d d
Ω Ω Ω

J α a u u v w β b v u v w γ c w u v w         

2 2 2 2 2 2 2 2 21[(1 ) (1 ) (1 ) ] ( )d d d
3 Ω

J α a β b γ c u v w u v w          

现在求后面的积分，再做球坐标变换： 

2 1
4

0 0 0

1 1 1 4d d dr 2 2
3 3 5 15

sin
π π

I θ φ φ r π π         

因此 

2 2 2 2 2 2 4[(1 ) (1 ) (1 ) ]
15

J α a β b γ c π       
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第 10 章  曲线积分和曲面积分（仅甲） 

第 1 讲  场论初步 

一  场论初步 

※ 场的概念 

定义 若对空间内某一区域Ω中的某一点，都有一个数量与其对应，则称在Ω上给定了一个数量场 

       若对空间内某一区域Ω中的某一点，都有一个向量与其对应，则称在Ω上给定了一个向量场 

数量场用数量函数 ( )u r （ r 为场中点的坐标）来描述，向量场用向量函数 ( ) ( ( ), ( ), ( ))P Q RA r r r r 来描述 

※ 梯度场 

对于数量场 ( )u r ，其在每一个点的梯度 grad u构成了一个向量场，叫做梯度场 

grad ( , , )u u u
u u

x y z

  
 

  
  

其中  ( , , )
x y z

  


  
  称为直角坐标系下的哈密顿算子，是一个向量 

※ 散度场 

对于向量场 ( ) ( ( ), ( ), ( ))P Q RA r r r r ，如下定义的数量函数称为向量场A 在点 r 处的散度 

 div P Q R

x y z

  
   

  
A A   

※ 旋度场 

对于向量场 ( ) ( ( ), ( ), ( ))P Q RA r r r r ，如下定义的向量函数称为向量场A 在点 r 处的旋度 

 rot A A   

直角坐标系下，旋度的具体形式为 

rot ( , , )R Q P R Q P

x y z y z z x x y

P Q R

        
     

        

i j k

A A  

旋度为 0 则称为无旋场，且有与路径无关的数量势函数 u 存在 

※ 调和场 

若一个向量场A 既是无源场（ div 0A ），又是无旋场（ rot 0A ），则称A 为调和场，此时有 
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2 2 2
2

2 2 2 0u u u
u u

x y z

  
     

  
 

u 为向量场的势函数，拉普拉斯算符Δ 

 

  

对大部分同学而言，只需要记住梯度、散度、旋度的表示式即可，讲义后面会大量使用这些符号 



微积分Ⅱ Savia 第 53 页 第 10 讲 曲线积分与曲面积分（仅甲） 

第 2 讲  第一类曲线与曲面积分 

 

一  第一类曲线积分 ★★★★★ 

※ 第一类曲线积分的定义 

第一类曲线积分是在曲线L 上对数量函数 ( , , )f x y z 积分，其形式为 

( , , )d
L

f x y z s  

若L 是闭合曲线，则积分符号加一个圆圈 

( , , )df x y z s  

d
L

s 的结果表示曲线L 的弧长 

※ 第一类曲线积分的基本计算 

 

 

计算第一类曲线积分 ( ) d
( )

2 2

2 2 2L

x y x y
s

x y


 ，其中L 是双扭线 ( )2 2 2 22x y a xy  在第一象限的部分. 

第一类积分针对数量场，为对一个曲线L /曲面 S上所有点的对应数量函数值作加和 

第一类曲线积分的基本计算方法 

根据曲线L 的方程类型： 

① 将弧长微分 ds 按下表进行替换 

曲线方程 弧长微分 

参数方程 ( )tr r  d [ ( )] [ ( )] d2 2s x t y t t    

极坐标方程 ( )r r θ  d ( ( )) ( ( )) d2 2s r θ r θ θ   

显式方程 ( )y y x  d ( ( )) d21s y x x   

② 代入替换被积函数 ( , , )f x y z ，最终替换为只含单个变量（一般是 t或 θ）的一元函数 

③ 根据曲线L 的起终点，确定变量⚪的范围，从而确定积分的上下限（下限应低于上限） 

④ 计算出得到的定积分 

必要时，需要对方程类型进行转换 

例 1                                                                         22-23 期末 
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① 双扭线的类型是 ( , ) 0f x y  ，不好计算，考虑到方程中含有平方和，考虑用极坐标转换： 

sin 2r a θ ， 0
2
π

θ  ，不妨设 0a   

② 弧长微分 

d ( ) ( ) d d d
2

2 22cos 2 cos 2sin 2 sin 2
sin 22 sin 2 sin 2

θ θ a
s a θ a θ a θ θ θ

θθ θ
      

③ 代入换元 

( ) d
3

2
20

sin 2 sin 2 sin cos sin cos
2 sin 2

π
a θ θ θ θ θ θ a

I θ
a θ


  [ ( )]d2 2 22

0
sin cos sin cos

π

a θ θ θ θ θ  24
15

a  

 

已知曲线 e , e , e: cos sint t tL x t y t z   ， t 0 1，则 d
L

s
x y z


  2 2 2

2
            . 

 
将曲线L 代入积分，转化为 t 的定积分： 

(e ) (e ) (e )d d
(e ) (e ) (e )

sin cos
sin cos

t t t

t t tL

t t
s t

x y z t t

   


    
2 2 21

2 2 2 2 2 20

22  

经过一通转换，最后变成 

d (1 e )
et

t  
1

1

0

3 3  

 

二  第一类曲面积分 ★★★★★ 

※ 第一类曲面积分的定义 

第一类曲面积分是在曲面 S 上对数量函数 ( , , )f x y z 积分，其形式为 

( , , )d
S

f x y z S  

若 S 是闭合曲面，则积分符号加一个圆圈 

( , , )d
S

f x y z S  

d
S

S 的结果表示曲面 S 的面积 

解 

例 2                                                                         24-25 期末 
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※ 第一类曲面积分的基本计算方法 

 

 

已知曲面 (0 )Σ : z x y z   2 2 6 ，则第一类曲面积分 d
Σ

S
z



1

1 4
            . 

 

将Σ往 xOy 投影，得 

2 2 6:D x y   

则 

d
Σ

S
z



1

1 4
(2 ) ( ) d d

( + )
D

x y x y
x y

 
 2 2

2 2
1 1 2

1 4
 

d d
( + )D

x y
x y




 2 2

1
1 4

 

d d
D

r r θ
r




 2

1
1 4

 

2d( )π r π       
6

2

0

1 1 12 1 4 2 4
2 4 4

2π  

 

三  计算技巧 ★★★★★ 

※ 整体代入曲线或曲面方程 

· 当曲线曲面方程用一般式表达时，如果被积函数含有与它们相同的结构，可以将整个方程代入被积函

与第一类曲线积分类似，根据曲面方程的形式： 

① 按下表将 dS 代换为 d dx y  

曲面方程 弧面积微分 

( , , ) 0F x y z   d ( ) ( ) ( ) d d2 2 21
| | x y z

z

S F F F x y
F

    


 

( , )z z x y  d ( ) ( ) d d2 2 1x yS z z x y     

② 将被积函数化简为只剩 x 和 y，变成二重积分 

③ 确定二重积分的积分区域： S 在 xOy 面上的投影 

   但是要注意，不要让投影发生重叠（两个及以上的点的投影是同一个点） 

例 2                                                                        23-24 期末 
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数，从而简化被积函数。 

· 代入后被积函数很可能变成一个常数，对于第一类积分，代表曲线弧长或曲面表面积。因为题目给的

曲线曲面通常是规则的，所以可以从几何角度计算长度面积，进而避免复杂的积分。 

· 对于第二类积分，经常通过奇点换区域法选择可代入的方程，消除奇点 

 

已知 :

2 2 2 2

3
2

x y z a
L

x y z a

      

，则 ( )d
L

yz zx xy s            . 

 
曲线方程为一般式，考虑代入方程法，在曲线上被积函数                                          

( ) (( ) ( ))2 2 2 2 21 1 52 2 2
2 2 8

yz zx xy yz zx xy x y z x y z a             

因此 

( )d d25
8L L

I yz zx xy s a s     

 

画图可得曲线L 为一平面所截球面得到的圆，要求的是这个圆的周长 

 
2 2 2

3|0 0 0 | 32
21 1 1

a
h a

  
 

 
（点到平面公式） 

 

计算得 

35
8

I πa  

 

※ 普通对称性 

   和重积分一样，曲线曲面积分中很多东西是不可能积出来的，需要同学擦亮眼睛，意识到需要通过对

称性直接简化甚至删除，避免浪费时间 

若积分曲线 / 曲面关于…对称 且被积函数满足 则 

yOz 面 ( , , ) (- , , )f x y z f x y z  

区域减半，积分×2 
xOy 面 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z   
xOz 面 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z   

x 轴 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z    

y轴 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z    

例 1                                                                                   
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z 轴 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z    
原点 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z    

yOz 面 ( , , ) (- , , )f x y z f x y z  

积分为 0 

xOy 面 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z   
xOz 面 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z   

x 轴 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z    

y轴 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z    
z 轴 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z    
原点 ( , , ) ( , , )f x y z f x y z     

需要注意，只要被积函数中能够拆出满足对称性的积分，这部分积分就可以进行相应的处理 

 

计算 ( ) d2

Σ

I x y z S   ，其中 2 2 2Σ : z R x y    

 
由于Σ关于 yOz 面对称，因此 

d d
Σ Σ

0xy S zx S    

同理，由于Σ关于 xOz 面对称，因此 

d 0
Σ

yz S   

代入： 

[( ) ( )]d ( )d d2 2 2 2 2 2 2 4

Σ Σ Σ

2 2I x y z xy yz zx S x y z S R S πR              

※ 轮换对称性 

对于二维积分，若将 x 和 y互换，积分区域L 不变，则满足轮换对称性，此时有 

( , )d ( , )d
L L

f x y s f y x s   

对于空间积分，若将 , ,x y z 任意调换，积分区域L 或 S 不变，则也满足轮换对称性，此时有 

( , , )d ( , , )d ( , , )d
S S S

f x y z S f y z x S f z x y S     

通过轮换对称性，我们可以利用上面这些相等的积分组合出新的积分 I ，使被积函数可以被曲线曲面方

程代入，从而简化计算  曲面积分中的球面往往会用到轮换对称性 

 

例 1                                                                                   

解 
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计算 d2

L
x s ，其中L 为球面 2 2 2 2x y z a   与平面 0x y z   的交线 

 
由于任意交换 , ,x y z 均不改变积分区域，因此由轮换对称性 

d d d2 2 2

L L L
I x s y s z s      

于是 

( d d d ) ( )d d
2

2 2 2 2 2 2 31 1 2
3 3 3 3L L L L L

a
I x s y s z s x y z s s πa             

 

已知曲线 :L x y 2 2 4，则第一类曲线积分 ( ) d
L

x y s  22


          . 

 

由于L 关于 x 轴对称，因此 

d
L

xy s 0  

则 

( ) d ( )d ( )d
L L L

I x y s x xy y s x y s          

2 2 2 2 22 4 4 4  

同时，L 具有轮换对称性 

d d ( )d d
L L L L

x s y s x y s s π π             

2 2 2 21 2 2 2 2 8
2

 

因此 

( )d ( )
L

I x y s π π      2 24 4 1 8 40  

 

计算 ( )d
2 2 2

Σ 2 3 4
x y z

I S   ，其中 2 2 2 2Σ : x y z a    

 
由轮换对称性： 

d d d ( )d d2 2 2 2 2 2 2

Σ Σ Σ Σ Σ

1 1
3 3

x S y S z S x y z S a S             

 

因此 

解 

例 4                                                                                   

解 
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d d d2 2 2

Σ Σ Σ

1 1 1
2 3 4

I x S y S z S      

( ) d2 2 2 4

Σ

1 1 1 1 13 134
2 3 4 3 36 9

a S a πa πa        
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第 3 讲  第二类曲线曲面积分 

 

一  第二类平面曲线积分 ★★★★★ 

※ 第二类曲线积分定义（平面曲线） 

第二类曲线积分是在一条曲线L 的所有点处，对每个点的向量函数以及曲线在该点处的切向量 τ的点积

进行第一类积分。对于平面曲线L ，就是 

d d d d
L L L

I s P x Q y       A τ A s  

其中， d d (d ,d )s x y s τ 代表曲线L 在点 ( , )x y 的切向量微元（有向弧长微元） 

若曲线L 是闭合曲线，则表示为 

  d
L

I s  A τ


 

第二类曲线积分要注意的是，积分曲线要规定方向，因为切向量 τ实际上可以取两个相反的方向 

从而得到两个相反的积分结果 

※ 第二类曲线积分的基本计算方法 

 

 

已知L为从点 (-2,0)A 沿 x
y 

2

1
4

到点 (2,0)B ，计算第二类曲线积分 

( )d ( )d
L

I x y x x y y    2 2
2 .

 

令 

2cos
sin

x θ

y θ

  
 

第二类积分针对向量场，为对一个曲线或曲面上所有点的对应向量场内积作加和 

内积：该点对应的向量场函数A 与曲线单位切向量 τ /曲面单位法向量 n 的内积 

第二类积分具有方向性，其积分值与切/法向量方向选取有关，两个方向的积分值相差一个负号 

 

平面第二类曲线积分计算思路 1 

由积分曲线直接换元为单变量定积分，适合参数方程表示的曲线，由路径方向决定积分上下限 

例 1                                                                          

解 
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则 θ由 π取到 0 

( )d(2 ) ( )d( )cos sin cos cos sin sin
π

I θ θ θ θ θ θ   
0

2 2
2 4 2  

2(5 )d( ) (1+ )dcos cos cos sin
π

θ θ θ θ θ   
0

2 11 2 2
2

 

cos cos sin cos
π π

θ θ θ θ θ
                

0 0
310 1 12 2 2

3 2 4
 

π 
8
3

 

 

※ 格林定理 

规定闭合区域边界方向：若沿边界行走时区域总是位于左侧，则该方向为正向L ，否则为负向L  

定理  若二元函数 ( , )P x y ， ( , )Q x y 在有界闭区域 2D  上连续，且有一阶连续偏导数，则 

d d d d
L

D

Q P
P x Q y x y

x y

           

 

一定要注意定理要求P和Q 在D内均有定义 

 

 

设有向曲线 L 与曲线 1xy  ( , )0 0x y  的交点为 1(4, )
4

A 和 (1,1)B ，两曲线所围区域 D 的面积为

S ，计算曲线积分
( )

( )
e d [e ( ) ]d2 1

L B
xy xy

L A
I y x xy x y     

 
设 1L xy ： ，起终点分别为A和B ，则 

( ) ( )

( ) ( )
d d d d d d

L B L A

L A L B L L
P x Q y P x Q y P x Q y



 
        

( )

( )

e 3ee d [e ( ) ]d d (2e )d
4 1/4

2
21 1

11 2 ln 2
4

L A
xy xy

L B
y x xy x y x y

yx




           

路径 L LA B A  可能是D的正向边界线，也可能是负向，因此 

d d [( e (1 ) e ) ( e e )]d d d d21 2xy xy xy xy

L L
D D

P x Q y y xy y x y y x y x y S


          

 

 

平面第二类曲线积分计算思路 2 

· 若曲线是闭合曲线，且包含的区域内函数均有定义，则使用格林公式转为二重积分 

· 若曲线不是闭合曲线，但是可以加上新路径（该路径的曲线积分可求，为 2I ）形成闭合曲线 

就可以用格林定理求出闭合曲线积分，再减去 2I  

例 2                                                                          

解 
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路径 L LA B A  是D的正向边界线时 

3e 2 ln 2
4

I S    

路径 L LA B A  是D的负向边界线时 

3e 2 ln 2
4

I S    

 

※ 路径无关 

定理  若二元函数 ( , )P x y ， ( , )Q x y 在单连通闭区域 2D  上连续，且有一阶连续偏导数， 

则下列 4 个命题等价 

· D中任意分段光滑闭合曲线L ， d d 0
L

P x Q y   

· D中任意分段光滑曲线L ， d d
L

P x Q y 只和路径的起终点有关 

· d dP x Q y 是D内某函数 u 的全微分 

· D内恒有 P Q

y x

 


 
（就是二维平面内的旋度处处为 0） 

注：单连通区域简单来讲就是没有“洞”的区域 

 

 
求 (e )d ( )d

2 2 4sin 3 cos sinx

L
I x y y x x y y y     ， :(- ,0) ( ,0)siny xL π π  

 
检验旋度： 

6 sin sin 6P Q
y y y y

y x

 
    

 
 

注意到 6y 实际上是由P中的“ 23y ”这一项产生的，如果这一项不存在，旋度就是 0 了 

于是把这一项的积分拆出去 

(e )d ( )d d
2 4 2

1 2 sin cos sin 3x

L L
I I I x y x x y y y y x         

此时 1I 与具体路径无关，将路径L 换成 :(- ,0) ( ,0)0: yL L π π   

 

平面第二类曲线积分计算思路 3 

· 检验向量场是否是无旋场，也就是检验是否有 

P Q

y x

 


 
 

· 如果向量场为无旋场，则根据路径无关，在原起终点之间选择更简单的路径，简化计算 

· 即使向量场不是无旋的，也有机会利用曲线无关简化计算（见例题） 

例 3                                                                         22-23 期末 
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(e )d ( )d (e )d
2 24

1 sin cos sin sin 1 2
π

x x

L π
I x y x x y y y x x π 

 
         

而 

d d2 2
2

13 3 sin 12 3
2 2

π

L π

π
I y x x x π


        

因此 

2 3 5I π π π    

※ 奇点相关定理 

若闭合路径包含的区域中存在函数无定义的点（称为奇点），则闭合曲线积分并不为 0，但有 

定理 若二元函数 ( , )P x y ， ( , )Q x y 在复连通闭区域 2D  上连续，一阶偏导数连续， P Q

y x

 


 
，则 

       环绕同一组“洞”的任何两条同向闭曲线上的曲线积分相等 

 

 

求 ( e )d ( e )d
2 2 2 24 4

2 2

4
4

x y x y

L

x y x y x y
I

x y

   


 ，L ： 2 2 4x y  ，逆时针方向 

 
检查 

e ( )
( )

2 24 2 2 2 2

2 2 2

8 4 1 4
4

x yP xy x y x y Q

y xx y

     
 

 
 

成立，但L 包含了奇点 (0,0)，考虑换路径 

奇点的产生是因为分母 2 24x y ，不妨取路径 2 2: 4 1L x y   ，包含奇点 (0,0)  

将新的曲线方程代入被积函数： 

( e )d ( e )d4
L

I x y x y x y     

此时没有了奇点，使用格林公式化为二重积分 

( e )d ( e )d (- )d d d d
2 2 2 24 1 4 1

4 1 1 2
L

x y x y

I x y x y x y x y x y π
   

         

 

 

平面第二类曲线积分计算思路 4 

· 若是闭合曲线，先检验是否有 

P Q

y x

 


 
 

· 如果成立，且曲线内部有奇点，则选择一条特殊的绕同样奇点的曲线，将该曲线方程代入函数中，

消除产生奇点的原因（通常是分母为 0 产生的） 
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区域为椭圆，其面积为
2
π
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设C是围绕原点的光滑简单闭曲线，方向为逆时针方向，求 d d
C

xy x x y

x y




2

4 2
2


. 

 
由于 

4 2 5 2

4 2 2 4 2 2

2 ( ) 2 2 2 2
( ) ( )

P x x y xy y x xy

y x y x y

    
 

  
 

4 2 2 3 5 2

4 2 2 4 2 2

2 ( ) 4 2 2
( ) ( )

Q x x y x x x xy

x x y x y

    
 

  
 

       因此 

P Q

y x

 


 
 

       取 4 2: 1L x y  ，沿逆时针方向，于是 

d d d d d d
C L L

xy x x y xy x x y
xy x x y

x y x y

 
  

     

2 2
2

4 2 4 2
2 2 2  

       再使用格林定理 

d d d d
L

D

xy x x y x x y  

22 4  

       由于D关于 y轴对称，且被积函数为奇函数，因此积分为 0 

 

四  第二类曲面积分  ★★★★★ 

※ 第二类曲面积分的定义 

第二类曲面积分是在曲面 S 上，对某点的向量函数A 与曲面在该点的单位法向量 n 的内积进行积分 

d d d d d d d d
Σ Σ Σ

I S P y z Q z x R x y        A n A S  

其中，向量场函数 ( , , )P Q RA ，单位法向量 ( , , )cos cos cosα β γn ， d d (d d ,d d ,d d )S y z z x x y S n 称为

有向曲面微分 

※ 第二类曲面积分的基本计算方法：投影换元 

直接将三个二重积分都转换为单个区域D上的二重积分，D为曲面Σ在该面上的投影 

曲面方程 有向面积微分 

解 
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( , , ) 0F x y z   d ( , , ) d d
Σ

1
| |x y z

zD

F F F x y
F

    
 A S A  

( , )z f x y  d ( , ,1)d d
Σ

x y

D

f f x y      A S A  

规定曲面为上侧时取“+”，下侧时取“-” 

注意：不要让投影发生重叠（两个及以上的点的投影是同一个点），通过分割曲面或改投影面来避免 

 

求 d d3

Σ

x y z ，Σ为锥面 2 2 2z x y  ( )0 1z  的下侧 

 
锥面投影到 yOz 会产生两层投影，因此最好还是投影到 xOy 面，由公式 

( , , ) d d d d d d
4

3

2 2
Σ

2
2

x

z D D

F x x
I P x y z y z x x y x y

F z x y


  

 
    

用极坐标代换： 

d d d d
4 4 42 1

2 2 0 0

cos 3
20

π

D

x r θ π
I x y θ r r

rx y
  


    

※ 闭合曲面且内部无奇点：高斯定理 

定理 设V是 3
 上的有界闭区域，其边界是分片光滑的闭曲面， S 取外侧，如果 , ,P Q R 是定义在V上

具有连续偏导数的三元函数，则 

d d
S

V

V   A S A


（即对散度 divA 积分） 

d d d d d d d d d
S

V

P Q y
P y z Q z x R x y x y z

x y z

               

 

如果不是闭合曲面，可以补充面（要求这上的积分好算），再用高斯定理，注意要减去补充面的积分 

 

设 3Ω 是以光滑曲面Γ为边界的有界区域，函数 ( , , )u x y z 与 ( , , )v x y z 及它们的一阶偏导数在闭区

域Ω Γ 上连续，在Ω内有二阶连续偏导数，试利用高斯公式证明： 

( )d d
Ω Γ

Δ Δ v u
u v v u V u v S

           n n
 

其中算子
2 2 2

2 2 2Δ
x y z

  
  

  
， n 是Γ上的外法向 
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由方向导数的性质，
u

u


 


n
n

，
v

u


 


n
n

，因此由两类曲面积分的关系 

   d d d
Γ Γ Γ

v u
u v S u v v u S u v v u
                   n S

n n
 

因此由高斯公式 

   d d
Γ Ω

u v v u u v v u V         S  

根据梯度算符的运算规则 

 u v v u     Δ Δu v u v u v v u u v v u           

因此 

 d d ( )d
Γ Γ Ω

Δ Δv u
u v S u v v u u v v u V
                S

n n
 

（如果不熟悉抽象的梯度运算符，也可以用具体的形式运算） 

 

※ 不含奇点：补面法 

再选上一个面Σ，选定正方向，和原来要求的 S 面组合成一个闭合曲面，要求： 

· ΣS  可用高斯定理计算出 1I  

· Σ可以直接计算（通常选择平面）出 2I  

那么要求的积分 

1 2I I I   

 

已知有向曲面Σ : x y z  2 2 2 1（ z0），方向取上侧，计算第二类曲面积分 

d d d d d d
Σ

cosI x y z y z x z x y    21 . 

 

补充曲面： 2 2 1x y  ， 0z  ，并取下侧，则与原曲面构成封闭区域 

2 2 2 1x y z   ， 0z   

对于 0 0d d 0
D

I x y  ，因此原积分就是封闭曲面的积分 

0 2
( 1)d d d

1Ω

sin y
I I x x y z

y
    


  

由于Ω关于 xOz ， yOz 面对称，前两项分别是 x 的奇函数和 y的奇函数，因此积分为 0，因此 
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3
0

1 4 2d d d 1
2 3 3Ω

I I x y z π π       

2
3

I π  

 

已知有向曲面 :S x y z z  2 2 2 4 （ z2），下侧，计算第二类曲面积分 

d d d d d d
S

I x y y z xy z x z x y   2 2
3 3 . 

 

如图 

 

 

 

       补充 0S ： 2 2 4x y  ， 2z  ，取上侧，从而构成闭合曲面，设所围区域V为一个半球 

d d d d d d 6d d
S S

I x y y z xy z x z x y x y π     
0 0

2 2
30 3 24  

d d d d d d ( )d
S S V

I I x y y z xy z x z x y xy xy V π π


            
0

2 2 3
3 30

4 13 2 2 3 3 2 16
3 2

 

       因此 

I π π π  3 16 24 8  

 

※ 含奇点：换面法 

对于无源场中包含奇点的闭合曲面 S：换成一个包含相同奇点的曲面 S ，方向不变 

这个曲面 S 需要能消除奇点，从而进一步使用高斯定理计算 

 

求 d d d d d d
( )2 2 2 3/2

Σ

x y z y z x z x y
I

x y z

 


  ，其中Σ是椭球面
2 2 2

2 2 2 1x y z

a b c
   ，法向量指向外侧 

 
闭合曲面，优先尝试高斯定理，但曲面包含了奇点 (0,0,0)  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 5/2 2 2 2 5/2 2 2 2 5/2

3 3 3 0P Q R x y z x x y z y x y z z

x y z x y z x y z x y z

           
    

        
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因此换面，注意到奇点是分母含有 2 2 2x y z  导致的，因此Σ： 2 2 2 1x y z    

          d d d d d d ( )d 3

Σ

41 1 1 3 1 4
3

V

I x y z y z x z x y V π π


            

 
 

五  空间曲线的第二类曲线积分 

d d d
L

I P x Q y R z    

※ 基本计算方法：换元法  与平面曲线一致 

 
计算 d d d

L
I y x z y x z   ，其中 L 为曲面 2 2 2 2x y z az   ( )0a  与曲面 x z a  的交线，且

从 z 轴正向看去为逆时针方向. 

 
将 x z a  代入到 2 2 2 2x y z az   ，得 2 2 22x y a  ，因此设 

cos
2

a
x t ， siny a t ， ( )11 cos

2
z a t   

代入 

d( ) ( )d( ) d[ ( )1 1sin cos 1 cos sin cos 1 cos ]
2 2 2 2L

a a
I a t t a t a t t a t      

               ( )d
2

2

0

1 cos sincos
22

π t t
a t t   ( )d

2
2 2

0

1 2
2

π

a t πa    

 

※ 闭合曲线 & 内部无奇点：斯托克斯定理 

定理 设 S 是分片光滑的闭曲面，取定法向量方向，其边界 L 是按段光滑的连续曲线，如果 ( , , )P Q RA

是 S （含 L ）上的连续可导的向量场，则 

d rot d
L S

   A s A S


（ L 的方向和 S 的方向满足右手定则） 

      展开式如下： 

d d d d d d d d d
L S

R Q P R Q P
P x Q y P z y z z x x y

y z z x x y

                                 

 

通常用于计算边界为两曲面交线的第二类曲线积分 

 

求 d d d
L

I y x z y x z   ，其中 L 为圆周 2 2 2 2x y z a   与平面 0x y z   的交线，并且从 x
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轴的正向看是逆时针方向（ x 轴的正向看是指视角位于 x 轴正无穷远处）. 

 
由右手定则， L 所围的曲面应取上侧，该曲面为平面 0x y z   的一部分，因此法向量 

(1,1,1)1
3

n  

由斯托克斯公式 

d d d d d d d d d
Σ

L
I y x z y x z y z y z x y      

d 2

Σ

3 3S πa   

 

※ 无旋场：路径无关 

定理 设 3V  为空间单连通区域，若函数 , ,P Q R 在V上连续且有一阶连续偏导数，则下面四个条件

是等价的： 

      · 对V内任一分段光滑的封闭曲线 L ， d d d 0
L

P x Q y R z    

      · 对V内任一分段光滑的曲线 L ， d d d
L

P x Q y R z  与路径无关 

      · d d dP x Q y R z  是V内某一函数 u 的全微分 

      · V内处处有 , ,R Q P R Q P

y z z x x y

     
  

     
（旋度为 0） 

如果空间内的闭合曲线包围的是平面，可以按斯托克斯公式化为第二类曲面积分 

 

求 ( )d ( )d ( )d2 2 2

L
I x yz x y xz y z xy z      ，其中 L 是沿着螺旋线 cosx a θ ， siny a θ  ，

2
h

z θ
π

 从点 ( ,0,0)A a 到 ( ,0, )B a h 的曲线. 

 
可以验证 

, ,R Q P R Q P
x y z

y z z x x y

     
     

     
 

因此该积分与路径无关，改路径 ,( ,0,0) ( ,0, )0x a yA a B a h    

d2 3

0

1
3

h

I z z h   

 

  

解 
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三  第二类积分的对称性 

第二类积分只有普通对称性，且不能只考虑区域对称性，还要考曲线和曲面的方向 

注意：不要背下面这些表格 

※ 平面曲线的普通对称性 

若曲线关于…对称 则 若 则 

x 轴 
dy方向相同 ( , ) ( , )Q x y Q x y   d 0Q y   

dx 方向相反 ( , ) ( , )P x y P x y   d 0P x   

y轴 
dy方向相反 ( , ) ( , )Q x y Q x y   d 0Q y   

dx 方向相同 ( , ) ( , )P x y P x y   d 0P x   

原点 dx dy和 方向都相同 
( , ) ( , )P x y P x y   d 0P x   

( , ) ( , )Q x y Q x y   d 0Q y   

 

( )d d2 cos sin
L

I x y y x x y y    L ( ,0)A π ( )cos
2
π

y x  ( ,0)B π计算 ，其中 是从 沿曲线 到 的

弧段. 

 
L ( ) (2( ) )2x y x y   关于原点对称，且 ，因此由对称性 

( )d2 0
L

x y x   

于是 

( )d dcos sin
L

I y x x y y    

sinP Q
y

y x

 
 

 
( ,0) ( ,0)0: yL A π A π  检验可得 ，因此路径无关，换 ： 

d 2
π

π
I x π


   

 

※ 空间曲线的普通对称性 

若曲线关于…对称 则 若 则 

x 轴 

dx 方向相反 ( , , ) ( , , )P x y z P x y z    d 0P x   

dy方向相同 ( , , ) ( , , )Q x y z Q x y z    d 0Q y   

dz 方向相同 ( , , ) ( , , )R x y z R x y z    d 0R z   

y轴 dx 方向相同 ( , , ) ( , , )P x y z P x y z    d 0P x   

例 1                                                                          

解 
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dy方向相反 ( , , ) ( , , )Q x y z Q x y z    d 0Q y   

dz 方向相同 ( , , ) ( , , )R x y z R x y z    d 0R z   

z 轴 

dx 方向相同 ( , , ) ( , , )P x y z P x y z    d 0P x   

dy方向相同 ( , , ) ( , , )Q x y z Q x y z    d 0Q y   

dz 方向相反 ( , , ) ( , , )R x y z R x y z    d 0R z   

yOz 面 

dx 方向相同 ( , , ) ( , , )P x y z P x y z    d 0P x   

dy方向相反 ( , , ) ( , , )Q x y z Q x y z    d 0Q y   

dz 方向相反 ( , , ) ( , , )R x y z R x y z    d 0R z   

xOz 面 

dx 方向相反 ( , , ) ( , , )P x y z P x y z    d 0P x   

dy方向相同 ( , , ) ( , , )Q x y z Q x y z    d 0Q y   

dz 方向相反 ( , , ) ( , , )R x y z R x y z    d 0R z   

xOy 面 

dx 方向相反 ( , , ) ( , , )P x y z P x y z    d 0P x   

dy方向相反 ( , , ) ( , , )Q x y z Q x y z    d 0Q y   

dz 方向相同 ( , , ) ( , , )R x y z R x y z    d 0R z   

原点 dx dy dz 方向都相同 

( , , ) ( , , )P x y z P x y z    d 0P x   

( , , ) ( , , )Q x y z Q x y z    d 0Q y   

( , , ) ( , , )R x y z R x y z    d 0R z   

※ 空间曲面的普通对称性 

若曲线关于…对称 则 若 则 

xOy 面 

d dx y 方向相同 ( , , ) ( , , )P x y z P x y z   d d 0R x y   

d dy z 方向相反 ( , , ) ( , , )Q x y z Q x y z   d d 0P y z   

d dz x方向相反 ( , , ) ( , , )R x y z R x y z   d d 0Q z x   

yOz 面 

d dx y 方向相反 ( , , ) ( , , )P x y z P x y z   d d 0R x y   

d dy z 方向相同 ( , , ) ( , , )Q x y z Q x y z   d d 0P y z   

d dz x方向相反 ( , , ) ( , , )R x y z R x y z   d d 0Q z x   

xOz 面 

d dx y 方向相反 ( , , ) ( , , )P x y z P x y z   d d 0R x y   

d dy z 方向相反 ( , , ) ( , , )Q x y z Q x y z   d d 0P y z   

d dz x方向相同 ( , , ) ( , , )R x y z R x y z   d d 0Q z x   

利用对称性可以先化简部分积分，从而能符合特殊情况，简化计算 
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L
2 22z x y

z x

    
(0, ,0)2A (0, ,0)2B 已知曲线 的方程为 ，起点为 ，终点为 ，计算曲线积分 

( )d ( )d d2 2 2 2

L
I y z x z x y y x y z       

 
L xOz dy dx dz关于 面对称，因此 方向相同， 和 方向相反，由对称性 

d d d2 2 0
L L L

z x y y x y z      

于是 

d ( )d2 2

L
I y x z x y    

x z代入曲线方程中的 ： 

d
L

I y x   

cosx z t  2 siny t将曲线化成参数方程： ， ： 

d d
/2 /2

2 2

/2 0

22 sin 2 2 sin
2

π π

π
I t t t t π


     

 

d d d d2

2 2 2
Σ

x y z z x y

x y z


  Σ 2 2 2x y R  z R计算曲面积分 ，其中 是曲面 以及两平面 (>0)围成的立体

表面外侧 

 
Σ 1Σ

2 2 2x y R  2Σ z R 3Σ z R共有三个面，设 ： ， ： ， ：  

yOz
d d

2 2 2

x y z

x y z 
x这三个面均关于 面对称，且 关于 为奇函数 

xOy
d d2

2 2 2

z x y

x y z 
z这三个面均关于 面对称，且 关于 为奇函数 

 
 

例 1                                                                          

解 

例 2                                                                          

解 

 


